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А жақан 


Ан 率 论 与 数理 统计 是 研究 随机 现象 数量 规律 性 的 一 门 学 科 。 它 的 应 
用 十 分 广泛 , 在 自然 科学 、 工 程 技术 、 农 业 生产 等 领域 有 着 广泛 的 
应 用 。 随 着 计算 机 的 发 展 , 概率 论 与 数理 统计 在 经 济 、 医 学 、 金 融 、 保 
险 等 领域 也 有 着 越 来 越 广泛 的 应 用 , 正 因 如 此 , 概率 论 与 数理 统计 课程 
也 成 为 各 专业 大 学 生 最 重要 的 数学 必修 课 之 一 。 它 对 培养 和 提高 学 生 
的 数学 思维 能 力 、 创 新 精神 以 及 量化 分 析 问 题 的 能 力 有 非常 重要 的 作 
用 。 为 此 我 们 努力 将 概率 论 与 数理 统计 的 思想 融入 到 各 个 部 分 当中 ， 
力求 做 到 科学 性 与 通俗 性 的 结合 , 并 有 意识 地 提高 学 生 的 数学 能 力 。 

本 书 是 我 们 在 总 结 多 年 教学 实践 经 验 基 础 上 编写 而 成 的 , 本 书 具 有 
以 下 特色 : 

1. 在 注意 保持 数学 学 科 本 身 的 科学 性 、 系 统 性 、 严 谨 性 的 同时 , 2 
求 做 到 由 浅 入 深 、 深 入 浅 出、 通俗 易 懂 、 重 点 突出 、 简 单 扼要 , 既 便于 教 
师 教学 , 又 便于 学 生 自学 。 

2. 在 每 一 节 都 有 课 后 习题 , 其 中 包括 基础 题 和 提高 题 , 每 一 章 最 后 
还 有 总 复习 题 , 以 供 不 同 层次 的 学 生 选 用 。 本 书 在 例题 和 习题 的 选取 
上 ,力求 做 到 典型 性 、 应 用 性 和 现代 性 , 以 期 注重 学 生 学 习 兴 趣 的 培 
养 , 达到 提高 综合 运用 数学 知识 能 力 的 目的 。 

3. 在 重点 的 数学 概念 后 附 有 英文 , 可 以 使 学 生 在 学 习 这 门 课 的 过 
Ез, 逐渐 学 会 英文 词汇 , 这 对 学 生 查 阅 概率 论 与 数理 统计 外 文 资料 有 
很 大 的 好 处 。 

4. 在 有 些 章节 , 大 胆 地 改变 了 传统 的 书写 顺序 , 改变 后 的 顺序 对 老 
师 的 教学 和 学 生 系统 的 学 习 大 有 益处 。 

5. 书 中 提高 题 部 分 ,有些 题目 是 全 国 硕士 研究 生 入 学 考试 概率 论 
与 数理 统计 试题 , 通过 真题 , 可 使 读者 深入 地 了 解 考研 的 要 求 、 题 型 及 
重要 的 考点 , 开阔 学 生 的 视野 。 

在 撰写 (概率 论 与 数理 统计 ) 过 程 中 , 为 了 便于 读者 理解 和 掌握 ， 
我 们 力求 将 概念 叙述 得 清晰 易 懂 , 同时 还 注意 了 例子 的 多 样 性 , 所 举例 
子 涉及 工业 、 农 业 、 工程 技术 、 保 险 、 医 学 、 经 济 等 多 个 领域 , 以 使 读者 
在 理解 基本 概念 、 掌 握 基 本 方法 的 同时 , 体会 到 概率 统计 应 用 的 广 
泛 性 。 

本 书 可 作为 高 等 学 校 工科 、 理科 ( 非 数学 类 专业 ) 本 科 生 概率 论 与 


数理 统计 课程 的 教材 , 也 可 作为 经 济 、 管 理 类 有 关 专 业 本 科 生 概率 论 与 数理 统计 课程 的 教 
Мо 本 书 中 带 有 “x*" 的 部 分 可 供 对 概率 论 与 数理 统计 知识 有 较 高 要 求 专业 的 学 生 选 用 。 

学 习 (概率 论 与 数理 统计 》 内 容 只 需 微 积分 和 线性 代数 的 相关 知识 , 全 书 共 9 章 , 包括 
两 部 分 内 容 , 前 5 章 是 概率 论 部 分 , 包括 随机 事件 及 其 概率 、 随 机 变量 及 其 分 布 、 多 维 随机 
变量 及 其 分 布 、 随 机 变量 的 数字 特征 、 大 数 定律 与 中 心 极限 定理 ; 后 4 章 是 数理 统计 部 分 ， 
包括 数理 统计 的 基础 知识 、 参 数 估计 、 假 设 检验 、 方 差分 析 与 回归 分 析 。 

讲授 本 教材 的 全 部 内 容 建议 用 64 学 时 , 如 果 讲 前 8 章 , 建议 用 48 学 时 , 如 果 讲 前 5 
ж, 建议 用 32 学 时 。 

本 教材 是 大 学 数学 基础 丛书 系列 教材 之 一 ,由 大 连 民 族 大 学 理学 院 组 织 编写 , 主编 齐 
淑 华 、 刘强, 副 主编 丁 淑 妍 、 李 阳 , 参加 编写 的 还 有 王 金 芝 、 周 庆 健 、 刘 力 军 、 刘 恒 、 刘 红 
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随机 事件 及 其 概率 ; 


本 章 介绍 概率 论 与 数理 统计 中 用 到 的 基本 概念 及 随机 事件 的 关系 
与 运算 ,重点 论述 概率 的 定义 、 上 古典 概率 的 求法 、 条 件 概率 和 乘法 公式 、 
全 概率 公式 和 贝 叶 斯 公式 以 及 事件 的 相互 独立 性 。 


1.1 随机 事件 及 其 运算 


1.1.1 随机 现象 


概率 论 与 数理 统计 研究 的 对 象 是 随机 现象 。 客 观 世 界 中 ,人 们 观察 
到 的 现象 ,大 体 上 存在 着 两 种 现象 ,一 种 是 在 一 定 条 件 下 必然 发 生 的 现 
象 , 称 为 确定 性 现象 或 必然 现象 。 例 如 ,在 一 个 标准 大 气压 下 ,水 在 
100C 时 一 定 沸腾 ;， 两 个 同性 的 电荷 一 定 互 斥 。 另 一 种 称 为 随机 现象 
(random phenomenon) , 它 是 指 在 进行 个 别 试验 或 观察 时 其 结果 具有 不 
确定 性 ,但 在 大 量 的 重复 试验 中 其 结果 又 具有 统计 规律 性 的 现象 。 例 
如 ,向 上 抛 一 枚 质地 均匀 的 硬币 ,硬币 落地 的 结果 可 能 正面 朝 上 ,也 可 能 
反面 朝 上 ; 掷 一 枚 质地 均匀 的 蜗 子 ,可 能 出 现 1 点 到 6 点 中 的 任 一 点 。 
在 随机 现象 中 ,虽然 在 一 次 观察 中 ,不 知道 哪 一 种 结果 会 出 现 , 但 在 大 量 
重复 观察 中 ,其 每 种 可 能 结果 却 呈 现 出 某 种 规律 性 。 例 如 ,在 多 次 抛 一 
枚 硬币 时 ,正面 朝 上 的 次 数 大 致 占 总 次 数 的 一 半 ; 掷 一 枚 质地 均匀 的 仍 


子 ,出 现 1 点 到 6 点 中 的 任何 一 点 的 可 能 性 为 十。 这 种 在 大 量 重复 观察 


中 所 呈现 出 的 固有 规律 性 ,就 是 我 们 所 说 的 统计 规律 性 。 概 率 论 与 数理 
统计 是 研究 和 揭示 随机 现象 统计 规律 性 的 一 门 数学 学 科 。 

把 对 某 种 随机 现象 的 一 次 观察 .观测 或 测量 等 称 为 一 个 试验 。 

下 面 看 几 个 试验 的 例子 : 

(1) 将 一 枚 硬币 抛 三 次 ,观察 正面 了 反面 T 出 现 的 情况 ， 

(2) 掷 一 枚 仍 子 ,观察 出 现 的 点 数 ; 

(3) 观察 某 城市 某 个 月 内 交通 事故 发 生 的 次 数 ; 

(4) 对 某 只 灯泡 做 试验 ,观察 其 使 用 寿命 

(5) 对 某 只 灯泡 做 试验 ,观察 其 使 用 寿命 是 否 小 于 200h。 

上 述 试验 具有 以 下 特点 : (1) 在 相同 的 条 件 下 试验 可 以 重复 进行 ; 
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(2) 每 次 试验 的 结果 具有 多 种 可 能 性 ,而且 在 试验 前 可 以 明确 试验 的 所 有 可 能 结果 ; (3) 在 
每 次 试验 前 ,不 能 准确 地 预言 该 次 试验 将 出 现 哪 一 种 结果 。 称 这 样 的 试验 为 随机 试验 
(random experiment) ,简称 试验 , 记 为 EE。 

注 本 书 以 后 所 提 到 的 试验 均 指 随机 试验 。 


1.1.2 样本 空间 


对 于 随机 试验 ,尽管 在 每 次 试验 之 前 不 能 预知 其 试验 结果 ,但 试验 的 所 有 可 能 结果 是 已 
知 的 , 称 试验 所 有 可 能 结果 组 成 的 集合 为 样本 空间 (sample space) , 记 为 0 二 {w)。 其 中 试验 
结果 o 为 样本 空间 的 元 素 , 称 之 为 样本 点 (sample point). 

设 已 (i 王 1,2,…,5) 分 别 表 示 上 述 试验 (1) 一 试验 (5) ,以 Q, 表示 试验 E;(i==1,2,…,5) 
的 样本 空间 , 则 

(1) 0=(HHH,HHT,HTH,THH,HTT,THT,TTH,TTT)}; 

(2) 0,= {1,2,3,4,5,6); 

(3) 0;={0,1.2,--.)}; 

(4) О, = (21:20); 

(5) 0, = (ЯЛЕ 200h, 寿 命 不 小 于 200Һ), 

注 虽然 随机 试验 (4) 和 试验 (5) 都 观察 某 只 灯泡 的 使 用 寿命 ,但 试验 目的 不 同 ,所 以 对 
应 的 样本 空间 也 不 同 。 


1.1.3 随机 事件 


一 般 地 ,我们 称 试验 巨 的 样本 空间 2 的 任意 一 个 子 集 为 随机 事件 (random event) , 简 
称 事件 ,常用 大 写字 母 A,B,C,… 表 示 。 

做 试验 时 ,车 试验 结果 属于 A, 则 称 事件 A 发 生 ; 否则 为 事件 A 不 发 生 。 

如 果 事 件 中 只 包含 一 个 样本 点 , 则 称 该 事件 为 基本 事件 (elementary event). 

【 例 1] 掷 一 枚 仍 子 ,随机 试验 的 样本 空间 O={1,2,3,4,5,6}。 指 出 下 述 集合 表示 什 
么 事件 ?并 指出 哪些 是 基本 事件 。 

Ф (ЕА = (1),А,= (2); 事件 B={2,4,6}; 事件 C=={1,3,5); IHF 0= (4,5,6). 

мМ ЖА = (1),А, = (2) НТА”, 2 点 ”, 都 是 基本 事件 ; 

事件 B=={2,4,6) 一 一 表示 “出 现 偶数 点 ”, 非 基本 事件 ; 

事件 C={1,3,5) 一 一 表示 “出 现 奇数 点 ”, 非 基本 事件 ; 

事件 D={4,5,6} 一 一 表示 “出 现 点 数 不 小 于 4 点 ”, 非 基本 事件 。 

由 于 样本 空间 Q 包含 了 所 有 的 样本 点 , 且 其 也 是 自身 的 一 个 子 集 , 故 在 每 次 试验 中 О 
一 定 发 生 , 因 此 , 称 0 为 必然 事件 (certain event), 

例如 , 掷 一 枚 仍 子 ,事件 “出 现 的 点 数 小 于 7” 是 必然 事件 。 

空 集 包 不 包含 任何 样本 点 ,但 它 也 是 样本 空间 2 的 一 个 子 集 , 由 于 它 在 每 次 试验 中 肯 
定 不 发 生 , 所 以 称 多 为 不 可 能 事件 (impossible event) 。 

例如 , 掷 一 枚 仍 子 ,事件 “出现 7 点 ”是 不 可 能 事件 。 
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11.4 事件 间 的 关系 与 运算 


事件 是 一 个 集合 ,因而 事件 间 的 关系 与 事件 的 运算 自然 可 按照 集合 论 中 集合 之 间 的 关 
系 和 集合 运算 来 处 理 。 

设 试验 EE 的 样本 空间 为 2 ,而 A,B,Ai(k 二 1,2,…) 是 0 的 子 集 。 

1. 事件 间 的 关系 

(1) 事件 的 包含 与 相等 

若 事 件 A 发 生 , 必 有 事件 B 发 生 , 则 称 事件 B 包含 事件 A( 如 图 1-1(a) 所 示 ), 记 作 AC 
B。 特 别 地 ,车 АСВ А BCA, 则 称 事件 4 与 事件 B 相等 , 记 作 A= B. 

例如 , 掷 一 枚 仍 子 ,事件 А = На”, В НИ”, Д AC B; WARRT, E 
件 A=“ 两 颗 仍 子 的 点 数 之 和 为 奇数 ",B 一 “两 颗 仍 子 的 点 数 为 一 奇 一 偶 ”, 则 A= B. 


(2) 事件 的 和 
事件 A 或 B 至 少 有 一 个 发 生 , 称 为 事件 A 与 事件 B 的 和 事件 (union of events)( 如 
图 1-1(b) 所 示 ), 记 作 AUB 或 A 十 B。 
例如 , 掷 一 枚 般 子 ,事件 A 一 “出 现 的 点 数 小 于 3 点 ”,B==“ 出 现 奇数 点 ”, 则 
A U B = (1;2;8;5). 


n EDA A,A, 的 和 事件 表示 为 U A, ,含义 就 是 事件 A1,As，,…,A, 中 至 少 有 
一 个 发 生 。 

(3) 事件 的 积 

事件 A 与 B 同 时 发 生 , 称 为 事件 4 与 事件 B 的 交 事 件 (intersection of events)( 如 图 1-2 
(a) 所 示 ), 也 称 事件 A УВ 的 积 , 记 作 ANB 或 AB。 
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lin. ВСР Е A 一 “出 现 的 点 数 小 于 5 点 ”,B 一 “出 现 偶数 点 ”, 则 АПВ (2.4). 


个 事件 A1,As，,…,A, 的 积 事件 记 作 站 A,, 它 表示 事件 A Аз е А, 同时 发 生 。 

(4) 事件 的 差 

事件 A 发生 而 B 不 发 生 , 称 为 事件 A 与 事件 B 的 差事 件 ( 如 图 1-2(b) 所 示 ), 记 作 
A 一 B。 

例如 , 掷 一 枚 般 子 ,事件 A=“ 出 现 的 点 数 小 于 4”,B 一 “出 现 奇 数 点 ”, 则 А-В-12). 

(5) 互 不 相 容 事件 

当 AB= 世 时 , 称 事件 A 与 事件 B 为 互 斥 事件 (mutually exclusive events) (或 互 不 相 容 
事件 )( 如 图 1-3(a) 所 示 ) ,简称 A 与 B 互 斥 , 也 就 是 说 事件 A 与 事件 B 不 能 同时 发 生 。 

例如 ,在 电视 机 寿命 试验 中 ,“ 寿 命 小 于 1 万 小 时 ?与 “寿命 大 于 5 万 小 时 ”是 两 个 互 不 相 
容 的 事件 ,因为 它们 不 可 能 同时 发 生 。 


(6) 对 立 事件 

#AUB=Q0Q НАПВ= С. ДЖА 与 事件 B 互 为 对 立 事件 ,或 互 为 逆 事 件 
(complementary event) (如 图 1-3(b)),A 的 对 立 事 件 记 作 A . 则 A= B, 

例如 , 掷 一 枚 般 子 ,事件 A==“ 出 现 奇数 点 ”,B= 二 “出 现 偶 数 点 ”, 则 A НВ 互 为 对 立 
事件 。 

i£ 由 事件 的 关系 可 得 A 一 B= 二 AB。 

2. 事件 的 运算 

(1) 交换 律 : AUB=BUA,ANB=BNA. 

(2) ҒА АО‹ВОС) = (АОВ) ОС.АП‹ВПО = АПВ) ПС. 

(3) 分 配 律 : AU ВПО = (АОВ) ПСАЦС).АП‹ВОС) = (АПВ) UANC. 

(4) 德 摩根 (De Morgant: AUB=ANB.ANB=AUB. 

i£ 由 分 配 律 我 们 还 可 推出 如 下 常用 的 运算 : A=A(BUB)=ABUAB。 

【 例 2] 从 一 批 产品 中 每 次 取出 一 个 产品 进行 检验 (每 次 取出 的 产品 不 放 回 ) ,事件 A, 
表示 第 i 次 取 到 合格 品 (i 二 1,2,3) , 试 表 示 : 

(1) 三 次 都 取 到 合格 品 ; (2) 三 次 中 至 少 有 一 次 取 到 合格 品 ; (3) 三 次 中 恰 有 两 次 取 到 
合格 品 ; (4) 三 次 中 都 没 取 到 合格 品 ; (5) 三 次 中 最 多 有 一 次 取 到 合格 品 。 

j (1) АА,А;; 

(2) А, UA: UA; IÑ А, НА, А,; 
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(3) A,A, A; UA, АА, UA, АА; % A,A, А; +A; А.А РА, А.А; 
(4) А, А, Аз А, ОА, UA; ; 
(5) А; А, Аз ОА, АА; ОА, А,А; ОА, А, АЖА, А; ОА, А, ОА, A; ° 


1.1.5 排列 与 组 合 
在 接 下 来 的 古典 概率 中 要 用 到 排列 组 合 的 知识 ,因此 在 这 里 我 们 简要 介绍 一 下 排列 


排列 与 组 合 公式 的 推导 都 基于 如 下 两 条 原理 。 
1. 乘法 原理 
如 果 某 件 事 需 经 & 个 步骤 才能 完成 ,做 第 一 步 有 m 种 方法 ,做 第 二 步 有 m, 种 方法 ， 
er ,做 第 上 HA m, 种 方法 ,那么 完成 这 件 事 共 有 mmm, 种 方法 。 

譬如 , 甲 城 到 乙 城 有 三 条 旅游 线路 ,由 乙 城 到 丙 城 有 两 条 旅游 线路 ,那么 从 甲 城 经 乙 城 
去 丙 城 共有 3 2—6 条 旅游 线路 。 

2. 加 法 原理 

如 果 某 件 事 可 由 类 不 同 途径 之 一 去 完成 ,在 第 一 类 途径 中 有 m 种 完成 方法 ,在 第 二 
类 途径 中 有 m 种 完成 方法 ，…… ,在 第 类 途径 中 有 ms 种 完成 方法 ,那么 完成 这 件 事 共有 
m Hm: + Hm 种 方法 。 

譬如 ,由 甲 城 到 乙 城 去 旅游 有 三 类 交通 工具 : 汽车 、 火 车 和 飞机 ,而 汽车 有 5 个 班次 , 火 
车 有 3 个 班次 ,飞机 有 2 个 班次 ,那么 从 甲 城 到 乙 城 共有 5 十 3 十 2 王 10 个 班次 供 旅游 者 选择 。 

排列 与 组 合 都 是 计算 “从 n ОБМЕН, 个 元 素 ” 的 取 法 总 数 公式 ,其 主要 区 别 在 于 ， 
如 果 不 讲究 取出 元 素 间 的 次 序 , 则 用 组 合 公式 ,否则 用 排列 公式 。 而 所 谓 讲究 元 素 间 的 次 
序 ,可 以 从 实际 问题 中 得 以 辨别 ,例如 两 个 人 相互 握手 是 不 讲 次 序 的 ; 而 两 个 人 排队 是 讲 次 
序 的 ,因为 “ 甲 右 乙 左 ” 与 ^ 乙 右 甲 左 " 是 两 件 事 。 

3. 排列 

从 个 不 同 元 素 中 任 取 m(m 二 nn) 个 元 素 出 来 (要 考虑 元 素 出 现 的 先后 次 序 ) , 称 此 为 一 
个 排列 ,这 种 排列 的 总 数 记 为 P? 。 
由 乘法 原理 ,取出 第 一 个 元 素 及 种 取 法 ,取出 第 二 个 元 素 有 一 1 种 取 法 ,…… ,取出 


n! 
(n—m)!° 


第 m 个 元 素 有 nn 一 m 十 1 种 取 法 , 故 P*= 二 n(n 一 1)…(n 一 m 十 1) 
E 允 一 7, 则 称 为 全 排列 , 记 为 P ,显然 Pr 二 nl1。 
4. 组 合 
从 个 不 同 元 素 中 任 取 mm 二 个 元 素 并 成 一 组 (不 考虑 元 素 出 现 的 先后 次 序 ) , 称 此 


为 一 个 组 合 ,这 种 组 合 的 总 数 记 为 ”| 或 cz. 
m 
Рр? n! п(п—1):- п=т+1) 


m! т! (n—m)! т! 


按照 乘法 原理 ,C” 。 这 里 规定 01=1, 
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习题 1.1 


基础 题 

1. 写 出 下 列 随机 试验 的 样本 空间 : 

СТ) 掷 两 枚 仍 子 ,观察 出 现 的 点 数 ; 

(2) 连续 抛 一 枚 硬币 ,直至 出 现 正 面 为 止 ,正面 用 "1 表示, 反面 用 "0 表示 ， 

(3) 一 超市 在 正常 营业 的 情况 下 , 某 一 天 内 接待 顾客 的 人 数 ; 

(4) 某 城市 一 天 内 的 用 电量 。 

2. 同时 掷 两 枚 仍 子 , 设 事件 A 表示 “两 枚 仍 子 出 现 点 数 之 和 为 奇数 ”,B 表示 “点 数 之 差 
为 零 ”,C 表示 “点 数 之 积 不 超过 20”, 用 样本 点 的 集合 表示 事件 В-А.ВС.В-ЕС, 

3. 设 A,B,C 为 三 事件 ,试用 A,B,C 的 运算 关系 表示 下 列 事件 : 


(1) A 发生 ,B 与 C 不 发 生 ; (2) A 5B 发 生 ,C 不 发 生 ; 

(3) A,B,C 都 发 生 ; (4) A,B,C 都 不 发 生 ; 

(5) A,B,C 不 都 发 生 ; (6) A,B,C 中 至 少 有 一 个 发 生 ; 

(7) A,B,C 中 不 多 于 一 个 发 生 ; (8) A,B,C 中 至 少 有 两 个 发 生 。 

4. 指出 下 列 关系 中 哪些 成 立 ,哪些 不 成 立 ， 

(1) AUB=ABUB; (2) AB=AUB; 

(3) (АВ)(АВ) = 2; (4) # АВ= ©, ССА. BC= 2; 
(5) # АСВ. AUB=B; (6) Ж АСВ. АВ-А; 

(7) # АСВ, ВСА; (8) (АОВ)С=АВС. 


5. 设 A,B 是 两 个 事件 ,那么 事件 “A,B 都 发 生 ”,“A,B ЖЕ”, A.B 都 不 发 生 ” 
中 , 哪 两 个 是 对 立 事件 ? 

6. 从 数字 1,2,…,9 中 可 重复 地 任 取 nn 次 (mn 三 2)。 以 A 表示 “所 取 的 nn 个 数字 中 没有 
5”,B 表示 “所 取 的 n 个 数字 中 没有 偶数 ”, 问 事件 “所 取 的 n 个 数字 的 乘积 能 被 10 整除 ”如 


何 用 A,B 表示 ? 
提高 题 
1. 设 事 件 A 与 B 满足 条 件 AB= 二 AB, 则 下 面 结论 正 确 的 是 ( Je 
A. AUB=Ø В. AUB=0 C. AUB=A D. AUB=B 
2. 设 A,B,C 是 随机 事件 ,满足 ABCC, 则 下 面 结论 正确 的 是 ( Ms 
A. ABDC В. АССНВСС 
С. АОВОС D. ACC BCC 
3. А.В 为 随机 事件 , 试 证 明 下 列 等 式 : 
(1) AUB=ABUB; (2) (A—B)C=AC—BC; 


(3) (AUB)—B=A—B=A-AB; (4) (АОВ) -АВ=(А— В) О‹В-А), 
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12 概率 的 定义 及 其 性 质 


概率 的 定义 是 概率 论 中 最 基本 的 一 个 问题 。 简 单 而 直观 的 说 法 是 : 概率 是 随机 事件 发 
生 的 可 能 性 的 大 小 。 在 一 次 试验 中 , 某 事件 A 能 和 否 发 生 难 以 预料 ,但 在 多 次 重复 试验 中 , 事 
件 A 的 发 生 却 能 显现 出 确定 的 规律 性 。 事 实 上 ,事件 A 发 生 的 可 能 性 大 小 是 可 以 确定 的 。 
我 们 的 任务 就 是 要 找到 对 随机 事件 发 生 可 能 性 的 科学 的 、 合 理 的 定量 描述 。 为 了 合理 地 刻 
画 事件 在 一 次 试验 中 发 生 的 可 能 性 的 大 小 ,我 们 首先 引入 频率 的 概念 ,进而 引出 表征 事件 在 
一 次 试验 中 发 生 可 能 性 大 小 的 数字 度量 一 一 概率 。 


1.2.1 事件 的 频率 


定义 1 如 果 随 机 事件 A 在 n 次 重复 试验 中 发 生 的 次 数 为 na, 则 称 比值 na/n 为 事件 A 


发 生 的 频率 (frequency), 记 为 f,CA). 

由 定义 易 见 频率 具有 下 述 基 本 性 质 : 

(1) 0<7,(А)<1; 

(2) f,(Q)=1,f,(@)=0; 

(3) # AA, A, 是 两 两 互 不 相 容 事件 , 则 

ХА, ОА О == ОА.) = f GA. +, СА) + A CA... 

【 例 1] 抛 硬币 试验 。 历 史上 有 不 少 人 做 过 抛 硬币 试验 ,其 结果 见 表 1-1, 从 表 中 的 数 

据 可 以 看 出 : 出 现 正面 的 频率 逐渐 稳定 在 0. 5。 


表 1-1 历史 上 抛 硬币 试验 的 若干 结果 


试 验 者 抛 硬币 试验 出 现 正面 次 数 я ж 
德 摩根 (De Morgan) 2048 1061 0.5181 
Ў F (Buffon) 4040 2048 0.5069 
费 勒 (Feller) 10000 4979 0.4979 
皮尔 还 (Pearson) 12000 6019 0.5016 


【 例 2】 产品 合格 率 试验 。 为 了 检测 某 种 产品 的 合格 率 ,从 一 批 产品 中 分 别 随机 地 抽 
出 3 件 ,5 件 ,15 件 ,50 件 ,100 件 ,200 件 .400 件 ,600 件 ,在 相同 条 件 下 进行 检验 ,得 到 的 统 
计 结 果 如 下 : 


产品 数 3 5 15 50 100 200 400 600 
合格 品 数 3 4 13 46 89 180 362 541 
合格 品 频率 | 1.00 0. 8000 0. 867 0. 920 0. 890 0. 900 0.905 0.902 


Ша АИА, Е f, САЖ ЛАНА. (84 n RAH, /, (A) 在 0.9 这 个 固 
定 的 数值 附近 摆动 。 
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从 上 面 两 个 例子 可 以 看 出 : 事件 发 生 的 频率 在 0 与 1 之 间 随 机 波动 , 当 试验 次 数 较 小 
时 ,波动 的 幅度 较 大 。 因 而 , 当 试验 次 数 较 少 时 ,用 频率 表示 事件 在 一 次 试验 中 发 生 的 可 能 
性 大 小 是 不 恰当 的 。 但 是 , 随 着 试验 次 数 的 增多 ,频率 逐渐 稳定 于 一 个 固定 常数 。 对 于 每 个 
事件 ,都 有 这 样 一 个 客观 存在 的 常数 与 之 对 应 。 这 种 “频率 的 稳定 性 ”就 是 通常 所 说 的 “ 统 
计 规 律 性 ”, 它 已 经 不 断 地 被 人 类 实践 所 证 实 , 解 释 了 隐藏 在 随机 现象 中 的 内 在 规律 性 。 于 
是 ,用 这 个 频率 的 稳定 值 来 表示 事件 发 生 的 可 能 性 的 大 小 是 恰当 的 。 

但 是 ,在 实际 问题 中 ,我 们 不 可 能 ,也 没有 必要 对 每 个 事件 都 做 大 量 的 试验 ,从 中 得 到 频 
率 的 稳定 值 。 现 在 ,从 频率 的 稳定 性 和 频率 的 性 质 出 发 ,给 出 度量 事件 发 生 可 能 性 大 小 的 
量 一 一 概率 的 定义 和 性 质 。 


1.2.2 概率 的 定义 


定义 2 设 EE 是 随机 试验 ,Q 是 它 的 样本 空间 ,对 于 Q 中 的 每 一 个 事件 A ,赋予 一 个 实 


数 P(A) 与 之 对 应 ,如 果 集 合 函 数 P(。) 满 足下 述 3 条 公理 : 
a) 非 负 性 ”P(A) 宇 0; 
(2) 规范 性 РСО)-1; 
(3) 可 列 可 加 性 事件 A ,As,… ,A,,… 两 两 互 不 相 容 , 则 有 


| 0 л) = Pp. 
ігі ізі 
则 称 实数 P(A) 为 事件 A 的 概率 (probability) 。 

由 概率 的 定义 ,可 以 推出 概率 的 一 些 重 要 性 质 。 

性 质 1 P(G)==0, 即 不 可 能 事件 的 概率 为 零 。 


证 明 ФА, 001—1,2,-) ША О.АА;-Оаэғ.1.)-1,2.е9. 
由 可 列 可 加 性 得 
PØ = P| Ü a) = Sra = ро». ҢІ PØ) = PØ) HPD), 
ісі іші ісі 


所 以 P(@)=0, 
性 质 2( 有 限 可 加 性 ) 如 果 А,.А,.--.А, 是 两 两 互 不 相 容 的 事件 , 则 有 
P(A, U A, U = U A,) = P(A,) + P(A,) ++ + P(A,), (1.1) 
证 明 $ Ana A, == РАА, = (із) ,1.)-1.2.-Н9 ,由 概率 的 可 列 可 加 性 得 


P(A; U A, U … U A,)= қ U л) = P(A,) + P(A,) ++ + P(A,) +0 
ізі 


= P(A,) + P(A,) ++ + P(A,), 
Ж 由 式 (1.1) 及 A=ABUAB 14% P(A)=P(AB)+P(AB). 
性 质 3( 对 立 事件 的 概率 ) 对 于 任 一 事件 A, 有 
PA) = 1— PA). (1.98 
ШИН | А(/А-0.АА-Ф.Р(О-1.8 
P(Q) = P(A U A) = P(A) +P(A) =1, 所 以 Р(А)-1-Р(А), 
性 质 4 ШЖ ACB. IA P(B—A)=P(B)— P(A). HA P(B)=P(A). 
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证 明 由 于 ACB, 故 B==AU(B 一 A)。 又 因为 A(B 一 A)== 名 ,所 以 
P(B) = P(A) 十 P(B 一 A)， E Р(В-А) = P(B)— P(A). 
根据 P(B 一 4A) 三 0, 有 P(B)= P(A). 
性 质 5 对 任意 事件 A,B ,有 
P(A 一 B) = P(A) — РСАВ), (1. 3) 
证 明 因为 A 一 B=A 一 AB 上 且 ABCA, 所 以 由 性 质 4 得 РКА В) =Р(А) -Р(АВ). 
【 例 3] 设 事件 A 与 B 的 概率 分 别 为 0.3,0.2, 试 在 下 列 3 种 情况 下 求 P(A 一 B): 
(DAB=@; (2)BCA; (3)Р(АВ) =0.1. 
М (1) 由 AB= 得 P(AB)=0, 于 是 
P(A— В) = P(A) — P(AB) = 0.3—0 = 0.3, 
(2) 由 BCA, 得 Р(А– В) = P(A)— P(B)=0.3—0.2=0.1, 
(3) Р(ГА-В)-Р(А)-Р(АВ)-0.3-0.1--0.2, 
性 质 6( 加 法 公式 ) ”给 定 任意 事件 A,B, 有 
P(A U B) = P(A) + P(B) — P(AB). (1.4) 
证 明 因为 AUB=AU(B 一 AB), 所 以 P(AUB)=P(A) 十 P(B 一 AB)。 
又 因为 ABCB, 所 以 P(B 一 AB)==P(B) 一 P(AB), 于 是 
P(A U B) = P(A) + P(B) — P(AB), 
类 似 地 ,任意 三 个 事件 A,B,C 和 的 概率 公式 为 
P(A U B U O) = P(A) + P(B) + P(C) — P(AB) — P(AC) — P(BC) + P(ABC). 
【 例 4] 已 知事 件 A,B,AUB 的 概率 分 别 为 0.4,0.3,0.6, 求 PCAB) 。 
М 由 P(AUB)=P(A) 十 P(B) 一 P(AB) 得 
P(AB) = P(A) + P(B) — P(A U В) =0.4+0.3—0.6 = 0.1, 
P(AB) = P(A) — P(AB) = 0.4—0.1 = 0. 3. 


С 5] 设 有 事件 A,B,C, 已 知 P(A)=P(B)=P(C) L, PAO) P(BC) 去 ， 


P(AB)=0, В]: (1)A,B,C 中 至 少 有 一 个 发 生 的 概率 是 多 少 ? (2)A,B,C 都 不 发 生 的 概 
率 是 多 少 ? 
М (1) 因为 P(AB)=0 且 ABCCAB, 所 以 由 性 质 4 知 РСАВС)-0, 
再 由 加 法 公式 ,得 A,B,C 中 至 少 发 生 一 个 的 概率 为 
P(A U B U O)= P(A) + P(B) + P(C) — P(AB) — P(AC) — P(BC) + P(ABC) 
3 2 5 


4 16 8° 

(2) 因为 “A ,B.C 都 不 发 生 ” 的 对 立 事件 为 *A,B,C 中 至 少 有 一 个 发 生 ”, 所 以 由 对 立 事 
件 计算 公式 得 
P(A,B,C 都 不 发 生 ) = P(ABC) = PAUB U O) =1—P(A U B U O) = 1-5 = 4, 


习题 1.2 


基础 题 
1. BAF А.В Р(АВ) =Р(АВ) , 记 P(A)==p, 试 求 PCB) 。 
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2. 已 知事 件 A,B ği E РКА) =0.7,Р(А В) =0. 3,1 Р(АВ). 

3. 某 人 外 出 旅游 两 天 。 根 据 天 气 预 报 , 第 一 天 下 雨 的 概率 为 0.6, 第 二 天 下 雨 的 概率 为 
0.3, 两 天 都 下 雨 的 概率 为 0.1。 试 求 : 

(1) 第 一 天 下 雨 而 第 二 天 不 下 雨 的 概率 ; 

(2) 第 一 天 不 下 雨 而 第 二 天 下 雨 的 概率 ; 

(3) 至 少 有 一 天 下 雨 的 概率 ; 

(4) 两 天 都 不 下 雨 的 概率 ; 

(5) 至 少 有 一 天 不 下 雨 的 概率 。 


4. 已 知事 件 A,B,C 满 足 P(A)=P(B)=P(C) L PAO 二 ,PCAB) PBO) 


0, Ж. (А, B,C 中 至 少 有 一 个 发 生 的 概率 是 多 少 ? (2)A ,B,C 都 不 发 生 的 概率 是 多 少 ? 
5. 若 A,B 为 两 事件 ,并 满足 PC'A)=0.5,P(B)=0.4,P(A—B)=0.3,2R P(AUB) 和 
P(AUB). 
6. 设 A.B 是 两 事件 , 且 РСА)-0.6.Р(В)-0.7, Ù: 
(1) 在 什么 条 件 下 P(AB) 取 得 最 大 值 ,最 大 值 是 多 少 ? 
(2) 在 什么 条 件 下 P(AB) 取 得 最 小 值 ,最 小 值 是 多 少 ? 


提高 题 

1. 设 事件 A 与 事件 也 互 不 相 容 , 则 ( ) 
A. P(AB)=0 В. P(AB)=P(A)P(B) 
C. P(A)=1— P(B) D. P(AUB)=1 

2. 设 随机 事件 A 5 В 为 对 立 事件 ,0 二 P(A) 一 1, 则 一 定 有 ( fo 
A. 0<P(AUB)<1 B. 0<P(B)<1 
C. 0<P(AB)<1 D. 0<P(AB)<1 


3. ЖРСА)-0.4,Р(АВ)-0.3,Ж P(AB)。 


1.3 古典 概 型 和 几何 概 型 


1.3.1 古典 概 型 


通过 前 面 讲 过 的 掷 一 枚 避 子 或 一 枚 硬币 的 试验 ,不 难 发 现 这 两 个 试验 的 结果 都 具有 有 
限 性 和 等 可 能 性 两 个 特点 。 


定义 1 如 果 试验 巨 满足 : 
(1) 试验 的 样本 空间 Q 只 含有 有 限 个 样本 点 , 即 Q= («л swsw) 
(2) 试验 中 每 个 基本 事件 发 生 的 可 能 性 相同 , 即 
PHa = P({w}) = … = P({w,}), 
则 称 此 试验 为 古典 概率 模型 (classical probabilistic model) ,简称 古典 概 型 。 
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由 于 0Q= U (ог) , 且 基本 事件 {w,) 是 两 两 互 不 相 容 的 ,因此 有 


1= Р(0) = P[Ú teo] = Plo БРО) 4 + РС(о,)). 


= 
再 由 定义 1 中 的 (2) 得 Pha 001,2.) 

如 果 事 件 ACQ,A 中 有 & 个 基本 事件 , 即 
A= Uta) «а < <<), M PA = P| Ù to, 中 = Р Со) = Ё, 
引入 如 下 定义 。 


定义 2 车 试验 结果 一 共 由 nn 个 基本 事件 组 成 ,并 且 基 本 事件 出 现 的 可 能 性 相同 ,而 事 
件 A 包含 k(kn) 个 基本 事件 , 则 事件 A 发 生 的 概率 


k _ A 中 包含 基本 事件 的 个 数 
п Q 中 包含 基本 事件 的 个 数 ” 


【 例 1] 掷 一 枚 质地 均匀 的 仍 子 , 设 A 表示 所 撞 结 果 为 “四 点 或 五 点 ”; 已 表示 所 掷 结 
果 为 “偶数 点 ”, 求 PCA) 和 РСВ). 

Ж PERT. B 6 种 点 数 的 可 能 性 相同 ,因此 该 试验 为 古典 概 型 ,样本 空间 为 
0 一 (1,2,3,4,5,6}, 则 事件 A 一 (4,5},B 一 (2,4,6}， \ 式 (1.5), 有 


РА) = 2 = 1, рев) = 3 = 1 


6 СЫ 6 ШІ? 

注 ” 当 样本 空间 元 素 较 多 时 ,一般 不 再 将 2 中 元 素 一 一 列 出 ,只 需求 出 0 中 与 所 求 事 
件 中 基本 事件 的 个 数 。 这 时 在 计算 中 经 常用 到 排列 组 合 。 

[B 21( 抽 样 模型 ) 一 口袋 中 装 有 5 只 乒乓 球 , 其 中 3 只 是 白色 的 ,2 只 是 黄色 的 。 现 
从 袋 中 取 2 球 ,每 次 取 1 只 ,采取 两 种 方式 取 球 。(a) 第 一 次 取 一 球 不 放 回 袋 中 ,第 二 次 从 剩 
余 的 球 中 再 取 一 只 ,这 种 取 球 方式 称 为 不 放 回 抽样 ; (b) 第 一 次 取 一 只 ,观察 其 颜色 后 放 回 
袋 中 , 搅 匀 后 再 取 一 球 ,这 种 取 球 方式 称 为 放 回 抽样 。 试 分 别 就 上 面 两 种 情况 求 : 

(1) 两 只 球 都 是 白色 的 概率 ; 

(2) 两 只 球 颜色 不 同 的 概率 ; 

(3) 至 少 有 一 只 白 球 的 概率 。 

解 ” 设 事件 A 表示 “两 只 球 都 是 白 球 ”, 事 件 B 表示 “两 只 球 颜 色 不 同 ”, 事 件 C 表示 “至 
少 有 一 只 白 球 ”。 

(а) 不 放 回 抽样 ”试验 的 样本 空间 о Ж п Р 5 4—20 个 基本 事件 ,事件 A 包 
E ka =P; =6 个 基本 事件 ,事件 B 包含 ks 二 PP 十 PP 二 12 个 基本 事件 ,事件 C 包含 As 一 
РІРІ-ЕРІРІ-ЕР -18 个 基本 事件 ,由 此 得 : 


P(A) = (1.5) 


= 

(1) P= 20 107 
12 3 

(2) P(B)= 20 55 
18_ 9 

(3) РО 90 0e 


ж, РОС) =1—Р(С) =1 
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(b) 放 回 抽样 


-3 9 
(一 


3Х2--2Х3 12. 

5х5 25! 
3X3+3X2+2X3_21 
5Х5 25% 


2Х2 21 
5x5 25" 


【 例 3】( 彩票 问题 ) 一 种 福利 彩票 称 为 幸福 35 选 7, 即 从 01,02,…,35 中 不 重复 的 开 
出 7 个 基本 号 码 和 一 个 特殊 号 码 。 各 等 奖 的 规则 如 下 表 , 试 求 各 等 奖 的 中 奖 概率 。 


(2) Р(В) = 


(3) P(O) 


另外 ,P(C)=1 一 P(C)=1 


中 奖级 别 中 奖 规 则 
一 等 奖 7 个 基本 号 码 全 中 
二 等 奖 中 6 个 基本 号 码 及 特殊 号 码 
三 等 奖 中 6 个 基本 号 码 
四 等 奖 中 5 个 基本 号 码 及 特殊 号 码 
五 等 奖 中 5 个 基本 号 码 
六 等 奖 中 4 个 基本 号 码 及 特殊 号 码 
七 等 奖 中 4 个 基本 号 码 ,或 中 3 个 基本 号 码 及 特殊 号 码 


М ”因为 不 重复 地 选号 码 是 一 种 不 放 回 抽样 ,所 以 样本 空间 Q 中 含有 Cs 个 基本 事件 。 

将 35 个 号 码 分 为 三 类 ; 

第 一 类 号 码 : 7 个 基本 号 码 ; 第 二 类 号 码 : 1 个 特殊 号 码 ; 第 三 类 号 码 : 27 个 无 用 
号 码 。 
若 记 р, 为 “中 第 i 等 奖 ” 的 概率 (i 二 1,2,…,7) ,可 得 各 等 奖 的 中 奖 概率 如 下 ， 
_ Ch 

БЕ 6724520 
- СІСІС» 


= 1.04 Х 107%, 
Css 


ы = 28.106 X 10, 

GAC 
Cis 

同 理 可 得 ps =1. 096 107°, ps =1. 827 107°, p:=30. 448X10. 
若 记事 件 A 表示 “中 奖 ”, 则 事件 A 为 “不 中 奖 ”, 可 得 


HRR PA) = pi +p: +p: + pi tps +p +p = 


不 中 奖 的 概率 为 P(A)==1 一 P(A) 二 0. 966515. 

以 上 的 结果 说 明 : 一 百 个 人 中 约 有 3 人 中 奖 ; 而 中 一 等 奖 的 概率 只 有 6.149010 5 BI 
二 千 万 个 人 中 约 有 3 人 中 一 等 奖 。 因 此 购买 彩票 要 有 平常 心 ,不 要 期 望 过 高 。 

【 例 4】 已 知 8 支 球 队 中 有 3 支 弱 队 ,以 抽签 的 方式 将 这 8 支 球 队 分 为 A,B 两 组 ,每 组 
4 ZERA. R: (1)A,B 两 组 中 有 一 组 恰 有 两 支 弱 队 的 概率 p1; (DA 组 中 至 少 有 两 支 弱 队 


= 84. 318 X 10™。 


225170 
6724520 


= 0.033485. 
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的 概率 рз. 
_CGCGC 6 
Ж p= C TT 
ы. “- к Ж ,2ХСі 
另外 ,对 立 事件 “三 支 弱 队 在 同一 组 ”的 概率 为 Ce 一 二 , 则 户 一 1 一 二 一 了。 
8 
аа аа т 
(2) рь = [šI + G 2° 


[B5] 在 1 到 1000 的 整数 中 随机 地 取 一 个 数 , 问 取 到 的 整数 既 不 能 被 2 整除 也 不 能 
被 3 整除 的 概率 是 多 少 ? 
Ж ” 设 事件 A 为 “ 取 到 的 数 能 被 2 整除”, 事件 B 为 “ 取 到 的 数 能 被 3 整除 ”。 


1000_ ana 21000 ` — 500 — 339 
由 于 一 — = 500,333< 二 334, 所 以 ,P(A) ТТІ no" 


又 由 于 一 个 数 能 同时 被 2 与 3 整除 ,就 相当 于 能 被 6 整除 ,因此 由 166<1%7<167,48 


_ 166 ры 
РСАВ)= 000" 于 是 所 求 概率 为 


P(AB)= P(A U В) =1—P(A U B) 
= 1—[P(A)+ P(B) — P(AB)] 


1 E 333 166 333 
1000 1000 1000 1000° 


【 例 6】( 盒 子 模 型 ) 设 有 个 球 ,每 个 球 都 等 可 能 地 被 放 到 NN 个 不 同 盒子 中 ,每 个 盒子 
所 放 球 数 不 限 。 求 : 

A) 指定 的 n(nN) 个 盒子 中 各 有 一 球 的 概率 рі; 

D 恰好 有 n(n 三 NN) 个 盒子 各 有 一 球 的 概率 poo 

解 ” 因 为 每 个 球 都 可 放 到 NN 个 盒子 中 的 任 一 个 ,所 以 个 球 放 的 方式 共有 NN" 种 ,它们 
是 等 可 能 的 。 


(1) p= 


n! 
NP 

(2) 问题 (2) 与 (1) 的 差别 在 于 : En ATTEN 个 盒子 中 任意 选取 。 此 时 可 分 为 
两 步 作 : 第 一 步 从 N 个 盒子 中 取 n 个 盒子 ,共有 Су 种 取 法 ; 第 二 步 将 个 球 放 入 选中 的 
个 盒子 中 ,每 个 盒子 各 放 1 个 球 ,共有 n! 种 放 法 。 所 以 根据 乘法 原则 ,事件 “恰好 n(nNN) 
个 盒子 中 各 有 一 球 ” 共 包含 Cin! 个 基本 事件 , 则 
_ Cham! _ Ph 
Р м" 

下 面 我 们 用 盒子 模型 来 讨论 概率 论 历史 上 颇 有 名 的 “生日 问题 ”。 

【 例 71( 生 日 问题 ) 设 有 nn 个 人 (假设 一 年 有 365 天 ,z 委 365) , 且 每 个 人 的 生日 在 一 年 
365 天 中 的 任意 一 天 是 等 可 能 的 。 求 : 

(1) n 个 人 的 生日 全 不 相同 的 概率 pi; 

(2) n 个 人 中 至 少 有 两 个 人 的 生日 相同 的 概率 р 

解 (1) 将 nn 个 人 看 成 是 个 球 ,将 一 年 365 天 看 成 是 N= 二 365 个 盒子 , 则 “n 个 人 的 生 
日 全 不 相同 ”就 相当 于 “恰好 有 n(n 三 NN) 个 盒子 中 各 有 一 球 ”, 所 以 n 个 人 的 生日 全 不 相同 
的 概率 为 
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Pses 365! 
365" 365"(365-п)!” 


pi 
Pšes 
365" ° 
X n=64 时 ,加 一 0.997, 这 表示 在 仅 有 64 人 的 班级 里 “至 少 有 两 个 人 的 生日 相同 ”的 
概率 接近 于 1, 这 和 我 们 平时 想象 的 这 种 情况 发 生 的 可 能 性 很 小 不 太一 样 。 这 也 告诉 我 们 ， 
“直觉 ?并 不 可 靠 , 同 时 也 说 明 研 究 随机 现象 的 统计 规律 性 是 非常 重要 的 。 


(2) p a=1— 


1.3.2 几何 概 型 


古典 概 型 只 适用 于 基本 事件 的 总 数 有 限 的 情形 ,假设 试验 的 所 有 可 能 结果 即 基 本 事件 
的 总 数 有 无 穷 多 个 ,而 样本 点 的 出 现 又 类 似 于 古典 概 型 中 的 等 可 能 性 ,就 得 到 几何 概 型 。 

ЖУЗ 车 一 试验 满足 : (1) 试 验 的 样本 空间 Q 是 直线 上 的 某 个 区 间 ,或 者 是 平面 、 空 
间 上 的 某 个 区 域 ,从 而 Q 含有 无 穷 多 个 样本 点 ; (2) 每 个 样本 点 发 生 的 可 能 性 相同 。 称 此 试 
验 为 几何 概 型 。 

定义 4 如 果 随 机 试验 的 样本 空间 Q 充满 菜 个 区 域 ,其 度量 (长 度 、 面 积 或 体积 等 ) 大 小 
可 用 So 表示 , 且 任 意 一 点 落 在 度量 相同 的 子 区 域内 的 概率 是 相等 的 。 若 事件 A 为 Q 中 的 
某 个 子 区 域 ,其 度量 大 小 可 用 SA 表示 , 则 事件 A 发 生 的 概率 为 


= Sa 
РСА) = 52. а.ө 


【 例 8】( 会 面 问题 ) 甲乙 两 人 约定 在 晚上 6 时 到 7 时 之 间 在 某 处 会 面 , 并 约定 先 到 者 
应 等 候 另 一 个 人 20min ,过 时 即 可 离 去 。 求 两 人 能 会 面 的 概率 。 


yh Ы 设 A 表 示 “ 两 人 能 会 面 ", 以 x 和 >y 分 别 表示 甲乙 两 人 
60 — 到 达 约 会 地 点 的 时 间 ( 以 min 为 单位 ) ,在 平面 上 建立 直角 坐标 
И 系 ( 如 图 1-4 所 示 ), 则 Sa = 60°, | — у | <20, В 0 mn 
M p= УИ I 
—— 284 607-4005 
PA= ті 0 7e 
ol 2 60 x 【 例 9]( 投 针 问题 ) 平面 上 画 有 间隔 为 dd>0) 的 等 距 平 


行 线 , 向 平面 任意 投 毛 一 枚 长 为 1(1 二 qd) 的 针 , 求 针 与 任 一 平行 
线 相 交 的 概率 。 
解 设 z+ 表 示 针 的 中 点 与 最 近 一 条 平行 线 的 距离 ,yq 表示 针 与 此 直线 间 的 夹 角 ( 如 


图 1-5(a) 所 示 )。 易 知 样本 空间 а-(а-өбіо<г<%.0<ө<а) .在 pr FHE 是 一 个 


矩形 ,其 面积 为 s=%, 记事 件 A 为 针 与 平行 线 相交 ,事件 A 发 生 的 充 要 条 件 是 
#£#=< sing, 


由 这 个 不 等 式 表示 的 区 域 是 (如 图 1-5(b) 所 示 ) 中 的 阴影 部 分 。 由 于 针 是 向 平面 任意 
投掷 的 ,所 以 由 等 可 能 性 知 这 是 一 个 几何 概率 问题 。 于 是 
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习题 1.3 


基础 题 

1. 抛 三 枚 硬币 , 求 : (1) 三 枚 正面 都 朝 上 的 概率 ; (2) 恰 有 一 枚 正面 朝 上 的 概率 ; (3) 至 
少 有 一 枚 正面 朝 上 的 概率 。 

2. 口袋 中 有 10 个 球 , 分 别 标 有 号 码 1 一 10, 现 从 中 不 放 回 地 任 取 3 个 , 记 下 取出 球 的 号 
码 , 试 求 : (1) 最 小 号 码 为 5 的 概率 ; (2) 最 大 号 码 为 5 的 概率 。 

З. 掷 两 枚 仍 子 , 求 下 列 事件 的 概率 : 

(1) 点 数 之 和 为 7; (2) 点 数 之 和 不 超过 5; (3) 两 个 点 数 中 一 个 恰 是 另 一 个 的 两 倍 。 

4. 设 5 个 产品 中 有 3 个 合格 品 ,2 个 不 合格 品 。 从 中 不 放 回 的 任 取 2 个 , 求 取出 的 2 个 
中 全 是 合格 品 、 仅 有 一 个 合格 品 和 没有 合格 品 的 概率 各 为 多 少 ? 

5. 从 0,1,2,…,9 这 十 个 数字 中 任 取 三 个 不 同 的 数字 , 试 求 ; 

(1) 三 个 数字 中 不 含 0 和 5 的 概率 ; 

(2) 三 个 数字 中 含 0 但 不 含 5 的 概率 ; 

(3) 三 个 数字 中 不 含 0 或 5 的 概率 。 

6. 一 套 书 共有 5 册 , 按 任意 次 序 放 到 书架 上 , 试 求 下 列 事件 的 概率 : 

(1) 其 中 指定 的 两 册 书 放 在 旁边 ; (2) 指 定 的 两 册 书 都 不 出 现在 旁边 ; (3) 指 定 的 一 册 
书 正好 在 中 间 。 

Т. 两 封 信 随 机 地 向 标号 为 工 , 工 , 开 ,TV 的 四 个 邮 简 投 寄 , 求 : (1) 第 二 个 邮 简 恰好 被 投 
入 1 封 信 的 概率 ; (2) 前 两 个 邮 简 各 有 1 封 信 的 概率 。 

8. 一 寝室 有 4 个 人 ,假定 每 个 人 的 生日 在 12 个 月 的 每 一 个 月 是 等 可 能 的 , 求 至 少 有 两 
个 人 的 生日 在 同一 个 月 的 概率 。 

9. 电梯 从 第 1 层 到 第 15 层 , 开 始 时 电梯 里 有 10 个 人 ,每 个 人 都 可 能 在 2 一 15 层 下 电 
梯 , 求 下 列 事件 的 概率 : (1)10 个 人 在 同一 层 下 电梯 ; (2)10 个 人 都 在 第 10 层 下 电梯 ， 
(3)10 个 人 中 有 5 个 人 在 第 10 层 下 电梯 。 
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10. 将 3 个 球 随 机 地 放 人 4 个 杯子 中 , 求 杯子 中 球 的 最 多 个 数 分 别 是 1,2,3 的 概率 。 

11. 甲乙 两 条 轮船 驶 向 一 个 不 能 同时 停泊 两 租 轮 船 的 码头 ,它们 在 一 昼夜 内 到 达 的 时 
间 是 等 可 能 的 。 如 果 甲 船 的 停泊 时 间 是 一 小 时 , 乙 船 的 停泊 时 间 是 两 小 时 , 求 它们 中 任何 一 
艘 都 不 需要 等 候 码头 空 出 的 概率 是 多 少 ? 

提高 题 

1. 将 C,C,E,E,I,N,S 共 7 个 字母 随机 地 排 成 一 行 , 求 恰好 排 成 英文 字母 SCIENCE 
的 概率 。 

2. 从 5 双 不 同 的 鞋子 中 任 取 4 只 , 求 此 4 只 鞋子 中 至 少 有 两 只 鞋子 配 成 一 双 的 概率 ? 

З. 将 一 枚 硬币 抛 2n 次 , 求 出 现 正面 向 上 的 次 数 多 于 反面 向 上 次 数 的 概率 。 


д. 从 (0,1) 中 随机 地 取 两 个 数 , 求 两 数 之 和 小 于 -5 的 概率 。 


14 条 件 概率 与 全 概率 公式 


1.4.1 条 件 概率 


在 解决 概率 问题 时 ,往往 需要 求 在 某 些 附 加 信息 (条 件 ) 下 事件 发 生 的 概率 , 即 研究 在 事 
件 A 已 经 发 生 的 条 件 下 ,事件 B 发 生 的 概率 , 记 为 P(B|A), 这 个 概率 称 为 在 A 发 生 的 条 件 
下 ,B 发 生 的 条 件 概 率 。 一 般 情况 下 ,条 件 概率 PC(B|A) 与 无 条 件 概率 P(B) 不 等 。 

С т 现 有 一 批 灯 泡 ,其 中 , 甲 厂 生产 的 有 100 个 ,之 中 次 品 是 10 个 , 乙 厂 生产 的 有 
200 个 ,之 中 次 品 是 40 个 ,随机 抽取 一 个 检测 。 设 A=“ 抽 到 甲 厂 生 产 的 灯泡 ”,B=“ 抽 到 次 
品 ”。 求 P(A),P(B),P(AB),P(B|A)。 


100 50 10 
мМ TA PA) 300 P (B) 300 PAB) 300° 


而 PCB1A) 表 示 甲 厂 生产 的 100 个 产品 中 , 抽 到 甲 厂 生产 的 次 品 的 概率 , 即 ран А)-19,, 


У ЭУ ров|А)-19-10/300.- САБ) 。 这 个 关系 具有 一 般 性 , 即 条 件 概率 是 两 


个 无 条 件 概 率 之 商 , 下 面 给 出 条 件 概率 的 严格 定义 。 


定义 1 设 A,B 是 样本 空间 Q 的 两 个 事件 , 且 PCA), Ж 


_ РСАВ) 
P(B | A) = РОО 


为 在 事件 A 发 生 的 条 件 下 ,事件 BB 发 生 的 条 件 概率 (conditional probability). 简称 条 件 
概率 。 

ЖЕ ”条件 概率 P(B1A) 是 在 事件 A 已 经 发 生 的 条 件 下 (此 时 样本 空间 缩小 为 A) ,讨论 
事件 B 的 发 生 的 概率 。 

条 件 概率 具有 如 下 性 质 : 

设 孔 是 一 事件 , 且 РСА)>0.0) 


(1.7) 
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(1) 对 任 一 事件 B,0<P(BIA)<1; 
(2) P(Q|A)=1; 
(3) & В,.В, ,…,B,.… 是 两 两 互 不 相 容 的 事件 , 则 
P(B, U B: U + U B, U --- | A) = P(B; | A) + P(B, | A) ++ + P(B, | A) + ==, 
ШІН ,前面 对 概率 所 证 明 的 一 切 性 质 , 也 都 适用 于 条 件 概率 。 
例如 ,对 任意 事件 B, 和 B,, 有 
P(B, U B, | A) = P(B, | A)+P(B, | А) – P(B,B, | А), 
其 他 性 质 请 读者 自己 写 出 。 
【 例 2】 考虑 恰 有 两 个 小 孩 的 家 庭 , 若 已 知 某 一 家 有 男孩 , 求 这 家 有 两 个 男孩 的 概率 ; 
若 已 知 某 家 第 一 个 是 男孩 , 求 这 家 有 两 个 男孩 (相当 于 第 二 个 也 是 男孩 ) 的 概率 。( 假 定 生男 
生 女 是 等 可 能 的 ) 
解 设 B 表 示 有 男孩 ,A 表示 有 两 个 男孩 ,B 表示 第 一 个 是 男孩 , 则 有 
Q= {( 男 , 男 ),( 男 , 女 ),( 女 , 男 ),( 女 , 女 )}， 
B= {( 男 , 男 ),( 男 , 女 ),( 女 , 男 )}，A = {( 男 , 男 )}，B, = {( 男 , 男 ),( 男 , 女 )}。 
TE 
P(B) = š, P(B,) = + P(AB) = P(A) = 1, Р(АВ)) = P(A) = L, 
所 求 的 两 个 条 件 概率 为 


1 1 
_ РАВ) 4 1 __ РСАВ и і 
РКА 1 B) = реву = ТЖ PCA | В) = Ву = 
4 2 


1.4.2 乘法 公式 


由 条 件 概率 的 定义 ,可 以 得 到 乘法 公 
乘法 公式 : 设 PC(A) 二 0. 则 有 
P(AB) = P(A)P(B | A), (1.8) 
同样 地 , 设 РСВ) 220. WA Р(АВ) = P(B)P(A|B), 
上 式 也 推广 到 多 个 事件 的 乘法 公式 : 一 般 地 ,对 于 事件 Al A... A. РСА А, А, 1) 2 
0, 则 有 
P(A,A:…A,) = P(A,)P(A, | AD)P(A: | А,А,) ---Р(А, | А,А,"“А,1). (1.9) 
【 例 3】 一 批 产 品 共 有 100 件 ,其 中 10 件 为 次 品 , 其 余 为 正品 。 作 不 放 回 抽取 ,每 次 取 
一 件 , 求 第 三 次 才 取 到 正品 的 概率 。 
М 以 A;(i 二 1,2,3) 表 示 事 件 “ 第 i 次 取 到 正品 ”,A 表示 “第 三 次 才 取 到 正品 ”, 于 是 


P(A) = P(À, AsAs) = PDP, | A P(A, | A, Ау = x 5 x La 0. 0083. 


【 例 4】 10 个 考 签 中 ,有 4 个 难 签 ,3 人 参加 不 放 回 抽签 , 甲 先 ` 乙 次 \ 丙 最 后 。 求 : 
(1) 甲 抽 到 难 签 的 概率 ; (2) 甲 乙 都 抽 到 难 签 的 概率 ; (3) 甲 未 抽 到 难 签 、 乙 抽 到 难 签 的 概 
率 ; (4) 甲 . 乙 、 丙 都 抽 到 难 签 的 概率 ;(5) 乙 抽 到 难 签 的 概率 。 
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解 ” 设 事件 A,B,C 分 别 表示 甲 、 乙 \ 丙 抽 到 难 签 , 则 


二 二 
一 


4.3022 
(2) РСАВ)-РСАУРЧВ|А)-<Х 可 二 
6,4-4. 
(3) P(AB)=P(A)P(BIA) = Хт: 
(4) РСАВС) = РСАЈР(В|АЈРССІАВ)= 2х3 x2 1, 
1098 30° 
2 4 


(5) P(B)=P(AB+AB)=P(AB)+P(AB)= 2442. 


同 理 可 得 丙 抽 到 难 签 的 概率 也 是 二 ,从 而 也 说 明 四 \、 乙 .两 分 别 抽 到 难 签 的 概率 与 抽签 
顺序 无 关 。 


1.4.3 全 概率 公式 


全 概率 公式 是 概率 论 中 的 一 个 重要 公式 , 它 是 在 计算 比较 复杂 事件 的 概率 时 ,把 较 复杂 
事件 分 解 为 若干 个 互 不 相 容 的 简单 事件 的 和 ,再 利用 概率 的 性 质 或 相关 公式 求 得 最 后 结果 。 
在 给 出 全 概率 公式 之 前 ,首先 介绍 一 下 样本 空间 划分 的 定义 。 


定义 2 jO JBL Kik E 的 样本 空间 ,Al,As,…,A。 £ Q 的 一 组 事件 , 若 : 
(DAA,=@ (Сізеу,і.)-1,2,-“,п); 


(2) Ua=a. 
则 称 А,.А,.--.А, 为 样本 空间 0Q 的 一 个 划分 ,也 称 之 为 一 个 完备 事件 组 。 

例如 ,在 本 节 例 4 中 ,A ННІ”. А 表示 “ 甲 没 抽 到 难 签 ”,A,A 就 是 样本 空 
间 的 一 个 划分 。 

定理 1 设 随机 试验 巨 的 样本 空间 为 Q,Al,As，…,A, AA 的 一 个 划分 , 且 PADY 
0(i 二 1,2,…,n),B A E 的 任意 一 个 事件 , 则 

P(B) = PCAD)PGB | АӘ. (1.10) 

公式 (1. 10) 称 为 全 概率 公式 (total probability formula) 。 

证 明 B=0OB=(AUAU…UAJB=ABUA:BU…UA,B。 

ХНУ АА, =Ø, САВ) (А,В) = Ø 003,1, 1,2, ,п). 


由 加 法 公式 ,得 РОВ) = РСА, В) РСА В) ++ -РСА,В). 
再 由 乘法 公式 ,得 P(B) 二 P(A1)P(B|A1) 十 P(As)P(B|A,s) 十 … 十 P(A,)P(B|A.,)， 


РСВ) = Ўра, )P(B | A). 


【 例 51 某 手 机 制造 厂 从 甲 、 乙 、 丙 三 个 不 同 的 分 厂 购 进 一 批 某 种 型 号 的 电子 元 件 , 进 
货 率 分 别 是 35%,40%,25%。 三 个 分 厂 电 子 元 件 的 次 品 率 依次 为 3% ,2% ,1%。 求 该 厂 购 
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进 这 批 产品 的 次 品 率 。 
Жж 设 B 表 示 “ 取 出 的 一 只 为 次 品 ”,Ai,As,As 分 别 表示 “取出 的 产品 来 自 甲 、 乙 \ 丙 三 
家 分 厂 ”。 显 然 ,Ai AA; 为 样本 空间 的 一 个 划分 , 且 
Р(А,) =35%, P(A,) =40%, P(A) = 25%; 
Р(В|А,) = Ws Р(В|А,) -2%, Р(В |А) = WW 
由 全 概率 公式 ,得 
P(B)= РСАӘРЧВ | A) + P(A;)P6(B | A2) + P(A,)P(B | Аз) 
= 35% X3% + 40% X2% + 25% X 1% 
= 0.021, 
在 例 5 中 ,如 果 已 知 取出 的 一 只 是 次 品 , 反 过 来 问 这 只 次 品 是 乙 分 厂 生产 的 概率 有 多 
大 ? 实际 中 有 很 多 类 似 的 问题 , 即 已 知 某 结果 发 生 条 件 下 , 求 各 原因 发 生 可 能 性 的 大 小 ,这 
需要 另 一 个 重要 的 公式 一 一 贝 叶 斯 (Bayes) 公 


1.44 贝 叶 斯 公式 


定理 2 设 随机 试验 巨 的 样本 空间 为 0,Ai,A,,…,A, 0 的 一 个 划分 , 且 P(A,)>20, 


(i 二 1,2,…,n),B 为 EE 的 任意 一 个 事件 , 则 
P(ADP(B | A) 


хра, )P(B | А) 
此 公式 称 为 贝 叶 斯 公式 (Bayes Бай, 

š _ P(A,B) 

证 明 由 (1.7) 式 得 P(A;|B)= РСВ) ° 

再 分 别 由 (1.8) 式 和 (1. 10) 式 得 


Р(А; | B) 1,2,%.т. (1.11) 


P(AiB) = РСАОРЧВ | А). P(B) = У)Р(А РКВ | Aj), 


P(A) P(B | A) 
Ха, )P(B | A;) 


该 公式 于 1763 年 南 中 叶 斯 给 出 。 若 将 事件 B 看 作 结 果 , 将 A; 看 作 原 因 , 则 (1. 11) 式 
表示 在 观察 到 结果 B 已 发 生 的 条 件 下 ,寻找 导致 B 发 生 的 原因 A; 的 概率 。 即 全 概率 公式 
是 “由 因 溯 果 ”, 而 贝 叶 斯 公式 是 “由 果 漳 因 ”。 

【 例 6】 在 例 5 中 , 若 从 这 批 产品 中 任 取 一 只 电子 元 件 发 现 是 次 品 , 求 此 次 品 是 乙 分 厂 
生产 的 概率 。 

Ж 由 贝 叶 斯 公式 


P(A, | B) 


ШІ P(A; | B) = 


Р(А,)Р(В | А) 40% х2% 8 
P(B) 0. 021 217 


【 例 7】 在 秋菜 运输 中 , 某 汽 车 可 到 甲 、 乙 两 三 地 去 拉 菜 , 设 到 此 三 处 拉 菜 的 概率 分 别 
为 0.2,0.5,0.3, 而 到 各 地 拉 到 一 级 菜 ( 只 分 一 级 、 二 级 菜 ) 的 概率 分 别 为 0.1,0.3,0.7。 已 
知 汽车 拉 到 了 一 级 菜 , 求 该 车 菜 是 由 乙 地 拉 来 的 概率 。 
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# 设 刀 表示 "汽车 拉 到 了 一 级 菜 ”,A, AAs 分 别 表示 “汽车 由 甲 , 乙 、 丙 三 地 拉 菜 ”。 


P(A1)=0.2, Р(А,) = 0.5, P(A) = 0.3; 
P(B |A) = 0.1, Р(В|А,) = 0.3, P(B| А) = 0.7, 
由 贝 叶 斯 公式 可 得 
P(A, | B) Р(А,)Р(В | А,) 


P(A1)P(B | A+ P(A,)P(B | А,) + P(A,)P(B | Аз) 


0.5 Х0.3 
0.2Х0.1--0.5 Х0.3--0.3 Х0.7 


【 例 8〗 三 个 箱子 中 ,第 一 箱 装 有 4 个 黑 球 1 个 白 球 ,第 二 箱 装 有 3 个 黑 球 3 个 白 球 ,第 
三 箱 装 有 3 个 黑 球 5 个 白 球 。 现 先 任 取 一 箱 ,再 从 该 箱 中 任 取 一 球 。 问 : (1) 取 出 的 球 是 白 
球 的 概率 ? 〈2) 若 取出 的 球 为 白 球 , 则 该 球 属于 第 二 箱 的 概率 ? 

解 设 A 表 示 “ 取 出 的 是 白 球 ”,B; 表示 “ 球 取 自 第 i 箱 ”,i 二 1,2,3, 易 知 


P(B,)=P(B,)=P(B,)=1 


22 0. 3947, 


1, 
P(A|B,)=1,p(A|Bp,y=1 
5 2 

(1) 由 全 概率 公式 可 知 
P(A)= P(B)P(CA | B.) + P(B,)P(A | В.) + РСВ РКА | В.) 


,P(A1B,) 一 号 。 于 是 : 


La a Yo 3. Sui S 
Биа ааа W 
(2) 由 贝 叶 斯 公式 可 知 
іші 
P(A | ВОРОЫ) 275% 20 
P(B; | A) т ж-а 
120 
习题 1.4 
基础 题 


1. (1) 已 知 РСА)-0.6,Р(В)-0.5.Р(В|А)-0.4.Ж P(A|B); 

(2) 已 知 РСА)-0.5.Р(В)--0.6.Р(В|А)-0.4.Ж P(AUB); 

(3) E% P(A)=0.3,P(B)=0.4,P(AB)=0.5, 求 P(B|AUB)。 

2. 设 某 动物 出 生 后 ,能 活 到 20 岁 的 概率 是 0. 8, 能 活 到 25 岁 的 概率 是 0. 3, 现 有 一 只 
恰好 20 岁 的 这 种 动物 , 求 它 能 活 到 25 岁 的 概率 是 多 少 ? 

з. 已 知 10 只 电子 元 件 中 有 2 只 是 次 品 ,在 其 中 任 取 两 次 ,每 次 任 取 一 只 ,做 不 放 回 抽 


样 , 求 下 列 事件 的 概率 : 
(1) 第 一 次 正品 ,第 二 次 次 品 ; (2) 一 次 正品 ,一 次 次 品 ; 
(3) 两 次 都 是 正品 ; (4) 第 二 次 取 到 次 品 。 


4. 某 人 忘记 了 电话 号 码 的 最 后 一 个 数字 ,只 好 随意 拨号 。(1) 求 他 不 超过 3 次 拨 通 电 
话 的 概率 ; (2) 如 果 他 记得 最 后 一 位 数 是 奇数 , 求 他 不 超过 3 次 拨 通 电话 的 概率 。 
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5. 车 间 有 甲乙 、 丙 三 台 机 床 生产 同一 种 产品 , 且 知 它们 的 次 品 率 依次 是 0. 2,0. 3,0. 1， 
而 生产 的 产品 数量 比 为 : 甲 : Z : 再 二 2 : 3 : 5。 现 从 产品 中 任 取 一 个 ,(1) 求 它 是 次 品 的 
概率 ; (2) 若 发 现 取 出 的 产品 是 次 品 , 求 次 品 是 来 自 机 床 乙 的 概率 。 

6. 某 一 城市 有 25% 的 汽车 废气 排放 量 超 过 规定 标准 ,一 辆 废气 排放 量 超标 的 汽车 不 能 
通过 检验 站 检验 的 概率 是 0. 99, 但 一 辆 废气 排放 量 未 超标 的 汽车 也 有 0. 05 的 概率 不 能 通 
过 检验 。 求 : 

(1) 一 辆 汽车 通过 时 未 检验 的 概率 ; 

(2) 一 辆 未 通过 检验 的 汽车 , 它 的 废气 排放 量 超 标的 概率 。 

т. 某 人 从 甲 地 到 乙 地 , 乘 火车 ` 轮 船 . 汽 车 `\ 飞 机 的 概率 分 别 是 0.2,0. 1,0. 3,0. 4, 乘 火 
车 不 迟到 的 概率 为 0. 6 , 乘 轮船 不 迟到 的 概率 为 0. 8 , 乘 汽车 不 迟到 的 概率 为 0.4, 乘 飞机 不 
会 迟到 。(1) 问 这 个 人 没有 迟到 的 概率 是 多 少 ? (2) 车 这 个 人 没有 迟到 , 问 他 乘 轮船 的 概率 
是 多 少 ? 

8. 发 报 台 分 别 以 概率 0.6 和 0. 4 发 出 信号 *。” 及 “一 ”"。 由 于 通信 系统 受到 干扰 , 当 发 
出 信号 *。 ”时 ,收报 台 分 别 以 概率 0.8 及 0. 2 收 到 信息 “。” 及 “一 ”; 又 当 发 出 信号 “一 ”时 ， 
收报 台 分 别 以 概率 0.9 及 0. 1 收 到 信号 “一 ”及 *。”。 求 当 收 报 台 收 到 *。” 时 ,发 报 台 确 系 
发 出 信号 *。 ”的 概率 以 及 收 到 “一 ”时 ,发 报 台 确 系 发 出 信号 “一 ”的 概率 。 


提高 题 
1. Æ A,B 是 随机 事件 ,0 二 P(A) 二 1,0 二 P(B) 二 1, 若 P(A1B)=1, 则 下 面 正确 的 
是 ( Jia 
A. P(B|A)=1 B. P(A|B)=0 
C. P(A+B)=0 D. P(B|A)=1 


2. 设 事件 A УВ 互 不 相 容 ,上 且 0<P(B)<1, NEH ; PAIB) = Es;. 


3. 设 A,B,C 是 随机 事件 ,A,C 互 不 相 容 ,PCAB)= 专 ,PCC)== 二 , 则 PCABIC) 一 


4. 设 P(A)>0, 证 明 : Pela- 42, 
5. 一 学 生 接 连 参加 同一 课程 的 两 次 考试 。 第 一 次 及 格 的 概率 为 7, 若 第 一 次 及 格 则 第 
二 次 及 格 的 概率 也 为 2, 若 第 一 次 不 及 格 则 第 二 次 及 格 的 概率 为 二 。 求 : 


(1) 若 至 少 有 一 次 及 格 则 他 能 取得 某 种 资格 , 求 他 取得 该 资格 的 概率 ; 
(2) 若 已 知 他 第 二 次 已 经 及 格 , 求 他 第 一 次 及 格 的 概率 。 


1.5 独立 性 


1.5.1 两 个 事件 的 独立 性 


独立 性 是 概率 论 中 的 又 一 个 重要 的 概念 。 例 如 ,将 一 枚 均匀 货 子 连 掷 两 次 , 设 A 表示 
“第 二 次 掷 出 6 点 ”,B 表示 "第 一 次 掷 出 6 点 ”, 显 然 A 与 已 的 发 生 是 互 不 影响 的 , 即 
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Р(А|В) = РСА). НЖЖ 
РСАВ) = P(B)P(A | В) = РСАУРСВ), 
由 此 引出 下 面 的 定义 。 


定义 1 车 两 事件 A,B 满足 P(AB) 二 P(A)P(B), 则 称 事件 A 与 事件 B 相互 独立 


(mutually independent), 


定理 1 车 两 事件 A,B 相互 独立 , 则 A 与 B,A 与 B,A 与 B 也 相互 独立 。 

证 明 仅 证 A 与 B 独立 。 

由 概率 的 性 质 得 РСАВ) = РСА) -РСАВ), ХЕ А.В 相互 独立 , 即 

P(AB) = P(A)P(B), 
所 以 
P(AB) = P(A) – P(A)P(B) = P(A)[1— P(B)] = P(A)P(B), 

上 式 表明 A УВ 相互 独立 。 

ІРІЛІ 从 一 副 不 含 大 小 王 的 扑克 牌 中 任 取 一 张 , 记 A 表示 “ 抽 到 К”, B 表示 “ 抽 到 的 
牌 是 黑色 的 "。 问 事件 A,B 是 否 独立 ? 

解 ” 由 于 


P(A) = £ 1 26 1 


271: РО) = s = p 52 26° 
т, РАВ) = P(A) P(B) ,说明 事 件 А.В 相互 独立 。 

Ж 在 实际 应 用 中 ,往往 根据 问题 的 实际 意义 去 判断 两 事件 是 否 独立 。 

【 例 2】 两 射手 彼此 独立 地 向 同一 目标 射击 , 设 甲 射 中 目标 的 概率 为 0.9, 乙 射 中 目标 
的 概率 为 0.8, 求 目标 被 射 中 的 概率 是 多 少 ? 

fB 记 A 为 事件 * 甲 射 中 目标 ”,B 为 事件 “ 乙 射 中 目标 "?。 注 意 到 事件 “目标 被 击 中 ”为 
AUB, 故 


P(A U В) = P(A) + P(B) — P(AB) 
二 P(A) 十 P(B) 一 P(A)P(B) (因为 A,B 相互 独立 ) 
0.9--0.8-0.9 Х0.8 = 0.98, 


1.5.22 多 个 事件 的 独立 性 


将 两 事件 独立 的 定义 推广 到 三 个 事件 : 


定义 2 设 有 三 个 事件 A,B,C, 若 : 
P(AB) = P(A)P(B), 
РСАС) = РСАУРСО», 
Р«ВС) = РОВУРСО». 
P(ABC) = P(A)P(B)P(C), 
若 以 上 四 个 等 式 同 时 成 立 , 则 称 事件 A,B.C 相互 独立 。 若 以 上 前 三 个 等 式 同 时 成 立 , 则 称 
事件 4,B.C 两 两 相互 独立 。 
Ж 事件 A,B,C 相互 独立 可 以 推出 事件 A,B,C 两 两 相互 独立 ; 但 反 过 来 不 一 定 成 立 。 
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ЖУЗ 设 有 nn 个 事件 Al,As,…,A,, 若 
P(AA)) = РХАОР(А), 1<і<)<п, 
Р(А,А,А,) = РСАОРСАОРСАӘ, 1<i<j<k=<n, 
P(AiAjA ,А,) = РСАОРСАОРХАОРХА), 1<i<j<k<1=<n, 


Р(А,А,А,) = P(A,)P(A,)---P(A,)., 
以 上 2" 一 n 一 1 АЖЖ, Жп AFA А.-А 9983. 

Ж 若 个 事件 Ai,A,，,…,A, 相 互 独立 , 则 将 A,A:,…,A, 中 的 任意 多 个 事件 换 成 它 
们 的 道 事 件 ,所 得 的 个 事件 仍 相 互 独立 。 

[53] 设 A,B,C 三 事件 相互 独立 , 试 证 : A 与 BUC 相互 独立 。 

证 明 P(A(BUC))= P(ABUAC)=P(AB)+P(AC)—P(ABOC), 

又 因 A,B,C 三 事件 相互 独立 ,所 以 

P(A(B U С)) = P(A)P(B) + P(A)P(C) — P(A)P(B)P(C) 
= P(A)[P(B) + P(C) 一 PCB)P(CC)] 
= Р(А)Р(В U O), 
所 以 A 与 BUC 相互 独立 。 

【 例 4] 某 工 人 照看 三 台 机 床 ,一 个 小 时 内 1 号 ,2 号 ,3 号 机 床 需 要 照看 的 概率 分 别 为 
0.3,0.2,0.1, 设 各 台 机 床 之 间 是 否 需 照看 是 相互 独立 的 , 求 在 一 小 时 内 ,(1) 至 少 有 一 台 机 
床 需 要 照看 的 概率 ; (2) 至 多 有 一 台 机 床 需 要 照看 的 概率 。 

解 ” 以 A; 记 事件 “第 i 台 机 床 需要 照看 ”(i 二 1,2,3), 则 

PEAS = 0.3,Р(А,) = 0.2,Р(А;) = 0.1. 
(1) P(A, UA, ЈА) =1— P(A, UA: Аз) =1— РСА, )P(A:)P(A;) 
=1—0.7X0. 8X0. 9=0. 496; 
(2) P(A; А, Аз UA, As As UA A; Аз ЈА, А:А;) 
=Р(А РКА, )Р(А:) +P(A, )P(A2)P(A;) + 
P(A,DP(A,)P(A,)+P(A,)P(A,)P(A,;) 
--0.7Х0.8Х0.9--0.3Х0.8Х0.9--0.7Х0.2Х0.9--0.7Х0.8Х0.1--0. 902, 

【 例 5】 某 企 业 因 技术 和 设备 落后 以 及 市 场 竞争 激烈 而 不 断 亏 损 。 为 改变 这 种 状况 ， 
该 企业 决定 分 别 独 立 开 放 两 种 新 产品 ,其 开放 成 功 的 希望 分 别 为 80% 和 85%。 又 根据 各 方 
面 的 情况 分 析 认 为 : (1) 若 两 项 新 产品 皆 研 制 成 功 , 该 企业 有 90% 的 希望 改变 亏损 状况 ; 
(2) 车 仅 有 一 项 研制 成 功 , 该 企业 有 50% 的 希望 改变 亏损 状况 ; (3) 若 两 项 都 未 研制 成 功 , 仅 
有 10% 的 希望 改变 亏损 状况 。 试 问 该 企业 采取 这 种 策略 能 改变 亏损 状况 的 把 握 有 多 大 ? 

解 ” 设 事件 A= {采取 此 项 策略 改变 亏损 状况 } ,Bi 二 {第 i 项 新 产品 研制 成 功 ) (i 二 1， 
2) , 则 Bi ,Bs 相互 独立 , 且 В,В,.В,В,.В,В,.В.В, 构成 完备 事件 组 ,由 全 概率 公式 可 得 

P(A)= P(B,B,)P(A | B,B,) + P(B,B,)P(A | B,B,) + 
P(B,B,)P¿(A | B,B,) + P(B,B,)P¿(A | В,В,) 
= P(B,)P(B,yP(A | B,B;) + P(B,)P(B,)PÇA | B,B;y + 
P(B,)P(B,)P(A | B,B,) + P(B,)P(B,)P(A | В,В,) 
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一 0.8X0.85X0.9 十 0.8X0.15X0.5 十 0.2X0.85X0.5 十 0.2X0.15X0.1 
一 0.76。 


习题 1.5 


基础 题 

1. 设 有 任意 两 个 事件 A 和 B, 其 中 A 的 概率 不 等 于 0 或 1, 证 明 : PCA|B)=P(A|B) 
是 事件 A 和 B 相互 独立 的 充分 必要 条 件 。 

2. 设 A,B 为 两 个 相互 独立 的 事件 ,P(A)==0.4,P(AUB)=0.7, 求 P(B). 


3. 设 事件 A,B 满足 PA=}, P,a P(AlB)+P(A|B)=1,3Ř P(AUB). 


4. 设 两 个 相互 独立 的 事件 A 和 B 都 不 发 生 的 概率 为 二 ,4 发 生 B 不 发 生 的 概率 与 B 
REA 不 发 生 的 概率 相等 , 求 P(A)。 
5 三 人 独立 地 破译 一 个 密码 ,他 们 能 译 出 的 概率 分 别 是 寺 , 二 ,开间 他 们 能 将 此 密码 


译 出 的 概率 是 多 少 ? 

6. 某 零件 用 两 种 工艺 加 工 ,第 一 种 工艺 有 三 道 工 序 , 各 道 工 序 出 现 不 合格 品 的 概率 分 
别 为 0.3,0.2,0.1; 第 二 种 工艺 有 两 道 工 序 ,各 道 工序 出 现 不 合格 品 的 概率 分 别 为 0. 3， 
0.2。 试 问 : (1) 用 哪 种 工艺 加 工 得 到 合格 品 的 概率 较 大 些 ? (2) 第 二 种 工艺 两 道 工 序 出 现 
不 合格 品 的 概率 都 是 0. 3 时 ,情况 又 如 何 ? 

т. 某 彩 票 每 周 开 奖 一 次 ,每 次 提供 十 万 分 之 一 的 中 奖 机 会 , 且 各 周 开奖 是 相互 独立 的 。 
若 你 每 周 买 一 张 彩票 ,尽管 你 坚持 十 年 (每 年 52 周 ) 之 久 ,你 从 未 中 奖 的 可 能 性 是 多 少 ? 

8. 设 A,B,C 三 事件 相互 独立 , 试 证 AB 与 C 独立 ; A 一 B 与 C 独立 。 

9. 设 Ai ,As ,…,A, 为 n 个 相互 独立 的 事件 , 且 РСА) = p, (1<k=<n).,R F AAE ñ 
概率 : (1)n 个 事件 全 不 发 生 ; Ол 个 事件 中 至 少 有 一 个 发 生 ;(3)n 个 事件 不 全 发 生 。 

10. 甲乙 、 丙 三 人 独立 地 向 同一 飞机 射击 , 设 击 中 的 概率 分 别 是 0.4,0.5,0.7, 若 只 有 
一 人 击 中 , 则 飞机 被 击落 的 概率 是 0.2; 车 两 人 击 中 , 则 飞机 被 击落 的 概率 是 0.6; 若 三 人 击 
中 , 则 飞机 一 定 被 击落 , 求 飞机 被 击落 的 概率 。 

高 题 


1. 随机 事件 A 与 B 相互 独立 ,P(A) 一 P(B) 一 a 一 1,P(AUB) 一 逆 , 求 4 的 值 。 


2. 随机 事件 A 与 B 相互 独立 ,已 知 它们 都 不 发 生 的 概率 为 0.16。 又 知 A 发 生 B 不 发 
生 的 概率 与 B 发 生 A 不 发 生 的 概率 相等 , 则 A 与 B 都 发 生 的 概率 是 P 


3. 设 随机 事件 A 5 B 相互 独立 ,A 与 C 相互 独立 ,BC 一 Z。 # РСА) РОВ) =. 


PCACIABUC) =+ РО). 


4. 要 验收 一 批 (100 件 ) 乐 器 ,验收 方案 如 下 : 自 该 批 乐 器 中 随机 取 3 件 测试 (测试 是 相 
互 独立 进行 的 ) ,如 果 3 件 中 只 要 有 一 件 在 测试 中 被 认为 音色 不 纯 , 则 这 批 乐器 被 拒绝 接收 。 


ЕЗЕЕРЛІГІЕІ Ө 


设 一 件 音色 不 纯 的 乐器 经 测试 查 出 其 为 音色 不 纯 的 概率 为 0. 95 ,而 一 件 音色 纯 的 乐器 经 测 
试 被 误 认为 音色 不 纯 的 概率 为 0.01。 如 果 已 知 这 100 件 乐器 中 恰 有 4 件 是 音色 不 纯 的 , 试 
问 这 批 乐器 被 接收 的 概率 是 多 少 ? 


总 复习 题 1 
1. 以 A 表示 事件 “ 甲 种 产品 畅销 , 乙 种 产品 滞销 ”, 则 其 对 应 的 事件 A 为 ( 2. 
A.“ 甲 种 产品 滞销 , 乙 种 产品 畅销 ” B.“ 甲 乙 两 种 产品 都 畅销 ” 
C.“ 甲 种 产品 滞销 ” D.“ 甲 种 产品 滞销 或 乙 种 产品 畅销 ” 
2. 设 当 事 件 A 与 B 同时 发 生 时 C 也 发 生 , 则 (  ” )。 
A. P(C)=P(ANB) B. P(C)<P(A)+P(B)—1 
C. P(C)=P(AUB) D. РОС)22РСА) ЪРСВ) —1 


3. 某 城市 共 发 行 三 种 报纸 A,B,C。 在 这 个 城市 的 居民 中 有 45% 订 阅 А 报 ,35% 订 阅 
B 报 ,30% 订 阅 C 报 ,10% 同 时 订阅 A 报 B 报 ,8% 同 时 订阅 A 报 C 报 ,5% 同 时 订阅 B 报 C 
报 ,3% 同 时 订阅 A,B,C 报 。 求 以 下 事件 的 概率 : (1) 只 订阅 АЗЫ (2) 只 订阅 一 种 报纸 ; 
(3) 至 少 订阅 一 种 报纸 ; (4) 不 订阅 任何 报纸 。 

4. 有 6 个 房间 安排 4 个 旅游 者 住 , 每 人 可 以 住 进 任何 一 个 房间 , 且 住 进 各 个 房间 是 等 
可 能 的 。 试 求 : (1) 第 1 号 房间 住 1 人 ,第 2 号 房间 住 3 人 的 概率 ; (2) 恰 有 1 个 房间 住 1 
人 ,1 个 房间 住 3 人 的 概率 。 

5. 某 城市 有 交 辆 汽车 ,车 牌号 从 1 一 2。 某 人 记 下 一 段 时 间 内 通过 某 个 路 口 的 痉 辆 汽 
车 的 车 牌号 ,可 能 重复 记 下 某 些 汽 车 的 车 牌号 。 求 记 下 的 最 大 牌号 为 k 的 概率 。( 设 每 辆 汽 
车 通过 该 路 口 的 可 能 性 相同 ) 


6. 根据 历年 气象 资料 统计 , 某 地 四 月 өн ыы. 刊 风 又 下 雨 的 概率 是 证 , 问 该 


地 区 四 月 份 刮 风 与 下 雨 的 关系 是 否 密切 ? 

Т. 某 场 仓 库存 有 1,2,3 号 箱子 分 别 为 10,20,30 个 , 均 装 有 某 产 品 。 其 中 ,1 号 箱 内 装 
有 正品 20 件 , 次 品 5 件 ; 2 号 箱 内 装 有 正品 20 件 ,次 品 10 件 ; 3 号 箱 内 装 有 正品 15 件 , 次 
h 10 件 。 现 从 中 任 取 一 箱 ,再 从 箱 中 任 取 一 件 产品 , 问 : (1) 取 到 正品 及 次 品 的 概率 各 是 多 
少 ? (2) 若 已 知 取 到 正品 , 求 该 正品 是 从 1 号 箱 中 取出 的 概率 。 

8. Ai Az A; 三 个 班 的 男女 生 比 例 分 别 为 1: 1.1:2,1:3。 现 从 三 个 班 里 随机 地 选 
择 一 个 班级 ,然后 选择 一 名 学 生 。 试 求 : (1) 这 名 学 生 是 男生 的 概率 ; (2) 若 这 名 学 生 是 男 
生 , 求 他 来 自 A, 班 的 概率 。 

9. 对 以 往 数据 分 析 表 明 , 当 机 器 调整 良好 时 ,产品 合格 率 为 98%, 当 机 器 发 生 故 障 时 ， 
其 合格 率 为 55% ,每 天 早上 机 器 开动 时 ,机 器 调整 良好 的 概率 为 95%, 试 求 (1) 某 日 早上 第 
一 件 产品 是 合格 品 的 概率 ; (2) 已 知 这 天 早上 第 一 件 产品 是 合格 品 时 ,机 器 调整 良好 的 概率 
是 多 少 。 


10. 设 两 两 独立 的 三 事件 A,B,C W E 248FABC=Q.P(A)=P(B) PO<4, HE 
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知 PCAUBUC) =ç R РСА). 


11. 设 三 次 独立 试验 中 , 若 A 发 生 的 概率 均 相 等 且 至 少 出 现 1 次 的 概率 为 站, 求 在 一 次 


试验 中 事件 A 发 生 的 概率 。 
12. 甲乙 、 丙 三 人 进行 射击 , 甲 命中 目标 的 概率 是 方 , 乙 命中 目标 的 概率 是 广 , 丙 命中 


目标 的 概率 是 二 。 现在 三 人 同时 独立 射击 目标 , 求 : (1) 三 人 都 命中 目标 的 概率 ; (2) 其 中 


恰 有 1 人 命中 目标 的 概率 ;(3) 目 标 被 命中 的 概率 。 

13, 甲乙 两 人 进行 乒乓 球 比赛 ,每 局 甲 胜 的 概率 为 0. 6, 问 对 甲 而 言 ,采取 三 局 两 胜 有 
利 还 是 采取 五 局 三 胜 制 有 利 。( 设 各 局 胜 负 相 互 独立 ) 

14. 在 区 间 (0,1) 中 随机 地 取 两 个 数 , 求 两 数 之 积 小 于 本 的 概率 。 

15. 商店 里 按 箱 出 售 玻璃 本 ,每 箱 20 只 ,假设 各 箱 含 0,1,2 只 残 次 品 的 概率 相应 为 
0.8,0.1 和 0.1, 一 顾客 欲 购买 一 箱 臻 璃 杯 ,在 购买 时 ,售货员 随意 取 一 箱 ,而 顾客 随机 地 罕 
看 4 只 ,车 无 残 次 品 则 买 下 该 箱 玻 璃 ,否则 退回 , 试 求 : (1) 顾 客 买 下 该 箱 的 概率 a; (DEK 
下 的 一 箱 中 ,确实 没有 残 次 品 的 概率 р, 


随机 变量 及 其 分 布 


前 一 章 我 们 研究 了 随机 事件 及 其 概率 。 为 了 更 好 地 应 用 高 等 数学 
的 方法 对 事件 及 其 概率 进行 深入 讨论 ,本 章 首先 引入 随机 变量 的 概念 ， 
然后 讨论 离散 型 和 连续 型 随机 变量 ,最 后 讨论 随机 变量 函数 的 分 布 。 


21 随机 变量 的 定义 及 其 分 布 函数 


2.1.1 随机 变量 的 定义 


为 了 对 随机 试验 的 结果 进 量 研究 ,必须 将 其 数量 化 ,这 就 需 引 
入 随机 变量 。 

实际 中 ,有 些 试验 结果 本 身 就 是 由 数量 表示 的 。 比 如 次 数 , 高 度 , 体 
重 等 ; 而 有 的 试验 结果 表面 与 数量 无 关 , 但 我 们 可 以 根据 问题 的 需要 把 
试验 结果 数量 化 , 即 把 试验 结果 与 实数 对 应 起 来 ,建立 一 个 从 样本 空间 
到 实数 域 的 对 应 关系 X。 例 如 抛 硬币 的 试验 ,试验 的 基本 结果 有 ”正面 ” 
“反面 ,我 们 可 以 将 此 结果 数量 化 ,以 数 0 代表 出 现 * 反 面 ?结果 ,以 数 1 
代表 出 现 * 正 面 ?结果 ,这 样 就 建立 了 如 下 的 一 个 对 应 关系 : 

0. 出 现 反面 ， 


1. 出 现 正面 。 
X 的 取 值 将 随 着 试验 的 结果 而 变化 ,同时 取 值 又 是 随机 的 ,所 以 称 
其 为 随机 变量 。 
总 之 ,对 于 任何 一 个 试验 ,我 们 总 可 以 引入 一 个 变量 X, 用 X 的 不 同 
取 值 来 描述 试验 的 全 部 结果 。 


定义 1 设 随机 试验 的 样本 空间 为 Q, 久 二 X(w) 是 定义 在 样本 空间 
ОЮА ДААЖ, k X = X (o) ж Q 上 的 随机 变量 (random 
variable)。 随 机 变量 一 般 用 大 写 英文 字母 X,Y,Z,W,… 表 示 , 其 取 值 一 
般 用 小 写 英 文字 母 X,y,z,tw,… 表 示 。 

下 面 是 几 个 随机 变量 的 例子 。 

ІРІЛІ 掷 一 枚 仍 子 ,出 现 的 点 数 X 是 一 个 随机 变量 。X 的 所 有 可 
能 取 值 为 1,2,3,4,5,6。 

【 例 2] 将 一 枚 硬币 抛 3 次 .出现 正 面 的 次 数 X 是 一 个 随机 变量 。 
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X 的 所 有 可 能 取 值 为 0,1,2,3。 

【 例 З 某 地 铁 站 的 列车 到 站 时 间 间 隔 为 5min, 乘 客 随机 到 达 车 站 ,用 X 表示 乘客 的 
等 车 时 间 , 则 X 是 一 个 随机 变量 ,其 所 有 可 能 取 值 是 区 间 [0,5]。 

引入 随机 变量 后 ,随机 事件 即 可 用 随机 变量 来 描述 。 如 例 1 中 ,事件 * 掷 出 的 点 数 为 1” 
可 用 {X=1} 表 示 , 其 概率 可 表示 为 P(X 二 1); 例 2 中 ,事件 “出 现 正面 的 次 数 不 少 于 2” 可 表 
示 为 {X 宇 2} ,其 对 立 事件 可 用 {X 二 2} 表 示 。 


2.1.2 随机 变量 的 分 布 函数 


为 了 研究 随机 变量 X 的 统计 规律 性 ,我们 需 掌 握 用 X 表示 的 各 种 随机 事件 的 概率 。 例 
如 ,用 X 表示 某 种 电子 元 件 的 寿命 ,我 们 会 关心 事件 “使 用 寿命 在 1000 —2000h” 的 概率 
P(1000< X<2000) ,或 事件 “使 用 寿命 超过 2000h” 的 概率 P( X 2000). 

由 于 P(a<X<b)=P(X<b)—P(X<a),P(X>a)=1—P(X=<a),B mX FERK 
数 z, 只 需 考虑 事件 {X 委 z} 的 概率 ,为 此 引入 分 布 函数 的 概念 。 


定义 2 设 和 是 一 个 随机 变量 ,对 任意 实数 工 ,函数 
F(z) = P(X < z) (2.1) 
称 为 随机 变量 X 的 分 布 函数 Cdistribution function) 。 
注 (1) hii RRELA OSF); 
(2) 这 里 并 未 限定 XX 的 类 型 , 它 对 任何 随机 变量 都 有 定义 ,有 了 分 布 函数 ,就 可 求 出 与 
随机 变量 X 有 关 的 事件 的 概率 ; 
(3) 若 将 X 看 成 数 轴 上 的 随机 点 的 坐标 ,分 布 函数 在 xz 处 的 函数 值 就 表示 点 X 落 在 区 
间 ( 一 co,z] 上 的 概率 。 
由 分 布 函 数 的 定义 ,对 于 任意 的 两 个 实数 z < x, ,有 
Plai < X < 2) = P(X < zx) — P(X < ж) = F(zs) — F(z). (2. 2) 
分 布 函 数 F(z) 具 有 如 下 3 条 性 质 : 
(1) 单调 性 ”F(x) 是 一 个 不 减 函 数 : 当 zz 过 zs Ў, ЕС) ЕС). 
这 是 因为 rı Саз 时 ,事件 {X 近 zz } 包 含 事件 {X 近 zi ) ,因而 前 者 的 概率 不 小 于 后 者 的 
概率 。 
(2) 有 界 性 ”对 任意 的 +.0<F(z)<1. В. 
下 (一 co) lim FG) 0， 下 (十 ce) dim F(z) L, 
这 是 因为 , 当 л — oB, ( X< x) ЖЕЛ T AS n] ië Е. ВНЖ РОХ< x) = 
F(z) 应 趋 于 不 可 能 事件 的 概率 0, 即 F( 一 ==)=0。 类 似 地 可 得 出 后 一 结论 。 
G) 右 连续 性 lim F(z) 二 F(zo), 即 F(z) 是 右 连续 的 。 


= 


【 例 4] 在 半径 为 2 的 圆 域 D 内 任 投 一 个 点 , 设 点 落 在 DD 的 任何 部 分 区 域 的 概率 与 该 
区 域 的 面积 成 正比 。 用 X 表示 投入 的 点 与 圆心 的 距离 , 试 求 X 的 分 布 函 数 。 

E 车 z=0, 则 {Xx} 是 一 不 可 能 事件 , 故 F(x) 二 P(X<x)==0。 

车 оса ІН. РОО Ха) =Аа°. 
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ТЕ k W, S 22,18 1=POKX<2) = 4k, ЖІ 4 一 于 , 故 


Fü) = РОХ < х) = РОХ < 0b-+ P002 X< а) = Та, 


Шас2 hf, H mi K Ха АЕ FE Е(т)-Р(Х<лт)-1, 
综 上 所 述 ,X 的 分 布 函数 为 
0, xz < 0; 


Ех) = La, 0<:<2. 


1, a > lo 
【 例 5】 设 随机 变量 X WYA RRO 
F(x) = А + Barctanr, — < z <+ eo, 


AR: (1) 系 数 A ЕВ; (2)P( X<2),P( —1<X<1), 
解 〈1) 由 分 布 函数 的 性 质 知 


F( 一 co) = lim (А + Barctanz) = А-В = 0, 


ЕС+ оо) lim (A + Вагс(апх) = A + PB = 1, 
to 


(2) 由 分 布 函数 的 定义 知 


Р(Х < 2) = FO) = ++ Larctan2, 


H (2. 2) 式 可 得 


РО 1 < 0 = ВОЮ ЕС) = а-а [5+ атат 5]= +. 
2 x 2 т 2 


习题 2. 1 


基础 题 
1. 判别 下 列 函 数 是 否 为 某 随机 变量 的 分 布 函 数 ? 


0, ж<---2, 0 х<0, 
a) кос —2<к<0, (2) наса 0<:< я, 
1. х220; 1, IÈR; 
0, z<0, 
(3) ro- 0<х<1/2, 
1. х221/2. 
2. Ж Е Ce) 5 F, (a) HA BEUL ht НОУ РА 3k. H T AE aF, Ca) — bF; (z) 2 — Bü 
机 变量 的 分 布 函 数 , 在 下 列 各 组 值 中 应 取 ( % 


=: s= —2. =2 ,= 
A. a= b P В. а 37 3 
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3. 设 随机 变量 X 的 分 布 函数 是 


1--е”; z>0, 


F(z) = 
0, # < 0; 
试 求 Р(Х<1),Р(1<Х<2),Р(ХЬ2), 
4. 在 区 间 [0,ec] 上 任意 投掷 一 个 质点 ,以 X 表示 这 个 质点 的 坐标 , 设 这 个 质点 落 在 
[0,o] 中 任意 小 区 间 内 的 概率 与 这 个 小 区 间 的 长 度 成 正比 , 试 求 X 的 分 布 函数 。 
提高 题 
0. <O, 
1. 设 随 机 变量 X 的 分 布 丽 数 为 F(z) 一 1 于 ， 0<z<i, 则 P(E=D=t x, 
Ls ls 
A. 0 В. 1 Ë Len D. 1—e-! 
0 zs 
2. --і 
2. 设 随机 变量 X 的 分 布 函数 为 F(z) 一 18” ` 已 知 P( 一 1<X<1)= 
аж. —1 1, 
15 zl; 


S Ma 与 各 为 多 少 ? 


2.2 离散 型 随机 变量 及 其 分 布 


2.2.1 离散 型 随机 变量 及 其 分 布 律 


若 随机 变量 X 的 所 有 可 能 取 值 是 有 限 个 或 可 列 个 , 则 称 X 是 离散 型 随机 变量 (discrete 
random variable) 。 研 究 一 个 离散 型 随机 变量 ,不 但 要 看 它 取 哪 些 值 , 更 重要 的 是 看 它 取 每 


个 值 的 概率 。 
定义 1 设 随机 变量 X 的 所 有 可 能 取 值 为 xi,zrz，…,zi,…，, 取 这 些 值 的 概率 为 
Р(Х = z) 一 如， 开 一 1 2 (2. 3) 
则 称 (2.3) 式 为 离散 型 随机 变量 X 的 分 布 律 (distribution law) 或 概率 分 布 。 
分 布 律 也 可 用 如 下 的 表格 表示 : 
P | b b: P. 


由 概率 的 定义 ,ps 满足 如 下 两 个 条 件 : 
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(1) 非 负 性 p,Z0(k=1,2,-:); 
(2) 规范 性 Dsl 
k 
条 件 (2) 是 由 于 事件 {(X 一 zi)},{X 一 zz)},… 两 两 互 不 相 容 , 且 x1 ,zs，… 是 XX 的 所 有 可 能 


取 值 , 故 L(X 一 zx} 一 2. 由 概率 的 可 列 可 加 性 得 到 


з= Ра | LJ ==) = Р(0) = 1, 
k=1 k=1 


k=1 


Жж 求 X 的 分 布 律 时 应 给 出 X 的 所 有 可 能 取 值 及 取 这 些 值 的 概率 。 求 完 后 应 验证 是 
否 满足 条 件 (1) 和 条 件 (2) ,如 不 满足 ,说 明 计算 错误 。 条 件 (2) 也 常用 来 求 分 布 律 中 的 未 知 
常数 。 
由 概率 的 可 列 可 加 性 得 ,X 的 分 布 函数 为 
Fla) = P(X < z) = Оһ. (2.4) 


z <= 
即 对 X 之 所 有 不 超过 z 的 取 值 的 概率 求 和 。 
ІРІЛІ 将 3 个 小 球 随机 地 投入 4 个 盒子 ,以 X 表示 盒 中 球 的 最 大 数目 , 求 X 的 分 布 
ШЖРСХ<2), 
Ж X 的 可 能 取 值 为 1,2,3 


px=p=%% 3, 
q spa 
P(X = 2) соц i 
юк-з-2.1, 
即 
x | 2 қ - 
而 | z Ж ж 
РОХ 2) = РОХЕРО = 2) = 20, Te 


【 例 2】 设 随机 变量 X 的 分 布 律 为 
sja 


ЕЗ 
4 


RR: (1) 未 知 常数 c; (DX 的 分 布 函数 ; a p[x<+).P[2<x<+] Pex. 


3 


с 


sr ә 


1 


解 (1) 由 分 布 律 的 条 件 (2) 知 ,了 | bte 1, 求 得 c 


(2) 由 定义 ЕС) = РОХ< а), Я: 
X r<—1 8,Е(х) = P( X<z)=0, 


A 
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1 


34 —1<=z<2 ,Е(х) = P( X< z) = Р(Х 1) 


га 
当 2<zr<3 时 ,F(z)=P(X<z)=P(X=—1)+P(X=2) 1+2 3 
当 2223 时 ， 
F()=P(xX<z)=P(X=—1)+P(X=2)+P(X=3) 1--1--1 i; 
0, ' — 
2, —1<z<2, 
故 FCz) 一 | 。 
гері 2<xz<3, 
ls z>=38, 
1 1 
二 Шек 
о» p[x<+) P(X=—D=+ 
3 5 1 
<5) -р(х->--, 
Р(3-<х<3) РОХЕ 2) 
РО<Х<3) = РОХ= 2) +РОХ=3)= 3, 
F(x) F(z) 的 图 形 如 图 2-1 所 示 , 它 是 一 条 阶梯 形 的 曲线 ， 
fE X 的 可 能 取 值 一 1,2,3 处 有 跳跃 ,其 跳跃 度 恰好 为 X Hz 
= 3 2 2 T 
值 1,2,3 的 概率 , 即 二 ,元 ,于 。 
1 lo t 2 3 p[x<+).P[2< x<). Pe<x<o uman x 
图 2-1 
的 分 布 函数 求 出 ,具体 如 下 : 
1 1\1 
<+ l= 11 
ғ(х<1) (2) z, 
3 5 5 398111 
Р(3<х<3) (3) (2) іа 2 
РО«<Х<3-ЕО)-ЕОЗРОА-о-1-34-2-4, 


分 布 律 和 分 布 函数 都 可 用 来 描述 离散 型 随机 变量 ,不 过 分 布 函 数 用 得 较 少 。 尤 其 求 离 
散 型 随机 变量 X 落 在 某 个 区 间 的 概率 时 ,分 布 律 比 分 布 函数 更 方便 ,这 点 从 例 2 中 即 可 
看 出 。 


2.2.2 几 种 常见 的 离散 型 随机 变量 


1. 0-1 分 布 
定义 2 若 随 机 变量 义 只 取 两 个 值 0,1, 它 的 分 布 律 为 
РХ = р) ФСЕ gg, k= QI, Са. 5) 
则 称 X 服从 0-1 分 布 或 两 点 分 布 (two-point distribution) 。 
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0-1 分 布 的 分 布 律 也 可 用 表格 表示 


| a a 
P | 1-р b 
其 分 布 函 数 为 
0, < 0, 
Fisy = 41— р, OSZ ls 
15 ES la 


实际 生活 中 ,许多 随机 试验 都 可 用 0-1 分 布 描述 。 例 如 ,检查 产品 是 否 合格 、 产 品 是 否 
为 一 级 品 、 观 察 机 器 是 否 出 现 故障 、 抛 硬币 试验 、 登 记 新 生 婴 儿 性 别 , 等 等 。 

上 述 试验 通常 只 有 两 个 结果 ,这 类 试验 称 为 伯 努 利 (Bernoulli) 试 验 。 将 伯 努 利 试 验 独 
立 重复 地 进行 n 次 , 称 这 一 串 试 验 为 重 伯 努 利 试验 。 例 如 ,将 一 枚 硬币 独立 重复 地 抛 次 
就 是 nn 重 伯 努 利 试验 。 

2. 二 项 分 布 

在 nn 重 伯 努 利 试 验 中 , 设 每 次 试验 中 事件 A 发 生 的 概率 为 p(0 二 p 二 1), 记 A;=“ 第 i 
次 试验 中 A 发 生 ”(i==1,2,…,n)。 事 件 A 在 指定 的 & 次 试验 中 发 生 , 在 其 他 nn 一 k 次 试验 
中 不 发 生 ( 例 如 在 前 & 次 试验 中 发 生 ,后 п А 次 试验 中 不 发 生 ) 的 概率 为 

P(A A: Ar Ari: An) = РСА, )Р(Аз ) PCD PAm) P(A,) = pt (1— р)", 

这 种 指定 方式 共有 C; 种 ,它们 是 两 两 互 不 相 容 的 ,所 以 ,在 n 重 伯 努 利 试验 中 事件 A 
恰好 发 生 & 次 的 概率 为 Cipt (1 一 p)"*, 于 是 有 以 下 定义 。 

ЖИЗ 在 nn 重 伯 努 利 试验 中 ,假设 事件 A 在 一 次 试验 中 发 生 的 概率 为 p (0 二 p 二 1)， 
若 记 nn 次 试验 中 事件 A 发 生 的 次 数 为 X, 则 X 的 分 布 律 为 

РОХ = k) = Cipt (1—p)™, k=0,1,2," ,no (2.6) 

称 久 是 服从 参数 为 n 和 pp 的 二 项 分 布 (binomial distribution) , 记 作 X~B(n, p). 

显然 ,(2. 6) 式 满足 


РОХ = 0) 20, DPX = k = У) Ср a-p =la- р) = 1. 
k=0 k=0 


即 满足 分 布 律 的 条 件 。 

注意 到 Ctp* (1 一 p)"“* 是 [p 十 (1 一 p)J" 二 项 展开 式 的 第 & 十 1 项 , 故 称 X 服从 二 项 
分 布 。 

特别 地 , 当 n==1 时 二 项 分 布 转化 为 РОХ =) = рх (1 一 p)'“*(k 二 0,1), 即 0-1 分 布 ,或 
表示 为 X— B(1.p)., 

二 项 分 布 是 最 重要 的 离散 型 概率 分 布 之 一 。 随 机 变量 X 服从 这 个 分 布 有 两 个 重要 条 
件 : 一 是 各 次 试验 的 条 件 是 不 变 的 ,这 保证 了 事件 A 发 生 的 概率 p 在 各 次 试验 中 保持 不 
变 , 即 满足 “重复 ”; 二 是 各 次 试验 要 满足 "独立 ”。 现 实生 活 中 有 许多 现象 程度 不 同 地 符合 
二 项 分 布 。 例 如 ,从 废品 率 为 户 , 个 数 为 N 的 一 大 批 产品 中 随机 抽检 ,每 次 抽 一 个 , 共 抽 ? 
次 。 若 是 放 回 抽样 ,每 个 产品 有 同等 机 会 被 抽出 , 则 这 ?个 产品 中 所 含 废品 数 X 就 服从 二 
ЖЖ Bp); 反之 ,车 是 不 放 回 抽样 , 则 X 就 不 再 服从 二 项 分 布 。 但 是 当 N 远 远大 于 7 
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时 ,即使 不 放 回 ,对 废品 率 的 影响 也 极 小 ,这 时 X 仍 可 近似 地 作为 二 项 分 布 来 处 理 。 

【 例 3] 按 规定 , 某 种 型 号 电子 元 件 的 使 用 寿命 超过 1000h 的 为 合格 品 。 已 知 某 一 大 
批 产品 的 合格 率 为 0.9 ,现在 从 中 随机 地 抽查 20 只 。 求 20 只 元 件 中 恰好 有 只 (CR 一 0,1， 
2,…,20) 为 合格 品 的 概率 。 

# 设 X 表 示 20 只 元 件 中 合格 品 的 只 数 。 由 于 这 批 电 子 元 件 总 数 很 大 ,而 抽查 的 数 
ht 20 相对 于 元 件 总 数 来 说 很 小 ,所 以 可 作为 放 回 抽样 处 理 , 即 X 可 近似 地 作为 二 项 分 布 处 
理 。 这 样 做 会 有 一 些 误差 ,但 误差 不 大 。 

由 题 知 X 一 B(20,0.9), 则 所 求 概率 为 

PCX = k) = С 0. PF; ь- 0152-40), 

【 例 4] 某 人 购买 彩票 , 设 每 次 买 一 张 ,中 奖 率 为 0.02, 共 买 400 次 , 试 求 他 至 少 中 奖 两 
次 的 概率 。 

解 设 X 表 示 400 次 中 中 奖 的 次 数 , 则 X 一 B(400,0.02)。X 的 分 布 律 为 

РОХ = Ey = Gl :0; 0000, 9889634. 4--0,1,2,%% 4005 
于 是 所 求 概率 为 
P(X22)= 1—P(X<2)=1—P(X =0)—P(X = 1) 
一 1 一 0.984 — 400 X 0. 02 X 0. 98°% 
= 0.9972, 
这 个 概率 很 接近 于 1。 下 面 我 们 讨论 这 一 结果 的 实际 意义 : 其 一 ,虽然 每 次 彩票 的 中 奖 率 很 
小 (为 0.02) ,但 如 果 购 买 400 次 , 则 至 少 有 两 次 中 奖 几 乎 是 可 以 肯定 的 。 这 一 事实 说 明 ,一 
个 事件 尽管 在 一 次 试验 中 发 生 的 概率 很 小 ,但 只 要 试验 次 数 很 多 ,而 且 试验 是 独立 进行 的 ， 
那么 这 一 事件 的 发 生 几 乎 是 肯定 的 。 这 也 告诉 人 们 决 不 能 轻视 小 概率 事件 ; 其 二 , 若 购买 
了 400 次 彩票 ,而 中 奖 的 次 数 达 不 到 两 次 ,我 们 有 理由 怀疑 "中奖 率 为 0.02” 这 一 假设 的 合 
理性 ,从 而 推断 该 彩票 的 中 奖 率 达 不 到 0.02, 这 就 是 概率 论 的 反 证 法 思想 。 通 常 , 称 这 一 事 
实 为 小 概率 事件 原理 。 
3. 泊 松 分 布 
泊 松 分 布 是 1837 年 由 法 国 数学 家 泊 松 (Poisson S. D. ,1781 一 1840) 首 次 提出 的 。 


定义 4 车 随 机 变量 义 所 有 可 能 取 值 为 0,1,2,…, 而 取 各 个 值 的 概率 为 
YUS 
ы” 
则 称 X 服从 套数 为 的 泊 松 分 布 (Poisson distribution) , 记 作 Х--Р(2). 

容易 验证 DPX = p = Š) же У) & ets has i, 

泊 松 分 布 也 是 最 重要 的 离散 型 分 布 之 一 。 它 多 是 出 现在 当 X 表示 在 一 定 的 时 间或 空 
间 内 出 现 的 事件 个 数 这 种 场合 ,其 应 用 是 相当 广泛 的 。 比 如 ,电信 传呼 台 每 天 接收 到 的 传呼 
次 数 , 某 繁华 交通 路 口 每 小 时 经 过 的 车 辆 数 , 公 共 汽 车 站 候车 的 旅客 数 , 纺 纱 机 纱 线 的 断 头 
数 , 某 页 书 上 的 印刷 错误 的 个 数 等 都 服从 泊 松 分 布 。 同 时 泊 松 分 布 还 可 作为 二 项 分 布 的 
近似 。 


РХ = bb = & 一 0,1,2,…3 和 二 0 是 常数 ， CET 
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定理 1( 泊 松 定理 ) 车 随机 变量 X, ~B, p) (р, 与 试验 次 数 n 有 关 ) ,常数 1 二 0, 如 
R limnp, =À. W] 


š k pk =+ = Же” = 
limCtpt Q — р) = рт, k =0,1,2,.=-, (2.8) 


еса 在 二 项 分 布 Вп. р) Ф. n k K.p k h h. 2 3 2 # *J 0 A À= np 的 泊 
分 布 来 近似 计算 。 
【 例 5] 设 某 疾病 的 发 病 率 为 0. 001, 某 单位 共有 5000 人 。 问 该 单位 患 有 这 种 疾病 的 
人 数 不 超 过 5 人 的 概率 是 多 少 ? 
解 ” 设 该 单位 患 有 这 种 疾病 的 人 数 为 X, 则 X— B(5000.0. 001) ,于 是 题目 所 求 的 为 


РОХ < 5) = У) Съ, 0.0015 0. 999, 
k=0 
这 个 概率 的 计算 量 很 大 。 由 于 nn 很 大 ,p R J. B А=пр=5, АННА НИН 
LEDEN 5! s = 0.616 ( 查 附 表 D. 


4. 几何 分 布 
定义 5 在 nn 重 伯 努 利 试验 中 ,假设 事件 A 在 一 次 试验 中 发 生 的 概率 为 p(0 二 pp 二 1)， 
将 试验 进行 到 事件 A 出 现 一 次 为 止 ,以 X 表示 所 需 的 试验 次 数 , 则 
Р(Х = В) = (1— yp y ь-1,2," (2.9) 
称 义 服从 参数 为 p 的 几何 分 布 (geometric distribution) , 记 作 X—Ge( p), 


容易 验证 DPA k) ха ыр Ҳа р) = 1, 
【 例 6] Ta 舱 球 运动 员 的 投 复命 中 率 为 45%. 以 X 表示 他 首次 投 中 时 累计 已 投入 
的 次 数 , 写 出 X 的 分 布 律 ,并 计算 X 取 偶 数 的 概率 。 
Ж ”由 题 意 ,X 一 Ge(0.45) ,所 以 X 的 分 布 律 为 
P(X = k) = (1—0. 45) X 0. 45 = 0.551 X 0.45, k= 1.2,-- 
X 取 偶 数 的 概率 为 


ХРАХ-?2т- Ў) 0. 552"! X0.45 一 0.45X У) 0,554"! 
m=1 m=1 m=1 
0.55 


= 


= 0.355, 


习题 2.2 


袋 中 装 有 5 个 球 ,编号 为 1.2.3,4,5。 在 袋 中 同时 取 3 只 ,以 X 表示 取出 的 3 只 
mauwa. 写 出 随机 变量 X 的 分 布 律 和 分 布 函数 。 
2. 一 制药 厂 分 别 独立 地 组 织 两 组 技术 人 员 试 制 不 同类 型 的 新 药 , 若 每 组 成 功 的 概率 为 
0.4, 而 当 第 一 组 成 功 时 ,每 年 的 销售 额 可 达 400000 元 ; 而 当 第 二 组 成 功 时 ,每 年 的 销售 额 
可 达 600000 元 ,车 两 组 均 失败 则 分 文 全 无 。 以 X 记 这 两 种 新 药 的 年 销售 额 , 求 X 的 分 
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布 律 。 

З. 某 加 油 站 替 公 共 汽 车 站 代替 出 租 汽 车 业务 ,每 出 租 一 辆 汽车 ,可 从 出 租 公司 得 到 
3 元。 因 代 营 业务 ,每 天 加 油 站 要 多 付 给 职工 服务 费 60 元 。 设 每 天 出 租 汽车 数 是 一 个 随机 
变量 , 它 的 分 布 律 如 下 : 


x | 10 20 30 40 


P | 0.15 0.25 0.45 0.15 


求 因 代 营 业务 得 到 的 收入 大 于 当天 额外 支出 的 费用 的 概率 。 
4. 设 随 机 变量 X 的 可 能 取 值 为 1,2,3, 且 取 这 3 个 值 的 概率 之 比 为 1: 2 : 3, 试 求 X 


的 分 布 律 。 
5. 已 知 随机 变量 X 只 能 取 一 1,0,1,y3, 相 应 的 概率 为 去 ,这 ,六 ,5-, 求 的 值 ,并 计 
Й P(X<1), 


6. 设 离散 型 随机 变量 X 的 概率 分 布 为 P(X=k)= 二 kp**!(k 二 1,2,…), 问 p 取 何 值 ? 
7. t ХВО, р) ,Y~B(4,p) , B РОХ21)= 5. P(Y21), 


8. 9 人 同时 向 一 目标 射击 一 次 ,如 每 人 射击 击 中 目标 的 概率 为 0. 3, 各 人 射击 是 相互 独 
立 的 , 求 有 两 人 以 上 击 中 目标 的 概率 。 

9. 有 甲 、 乙 两 种 味道 和 颜色 都 极为 相似 的 名 酒 各 4 杯 。 如 果 从 中 挑 4 杯 ,能 将 甲 种 酒 
全 部 挑 出 来 ,算是 试验 成 功 一 次 。 

(1) 某 人 随机 地 去 试 , 问 他 试验 成 功 一 次 的 概率 是 多 少 ? 

(2) 某 人 声称 他 通过 品尝 能 区 分 两 种 酒 。 他 连续 试验 10 次 ,成功 3 次 。 试 推断 他 是 推 
断 的 ,还 是 他 确 有 区 分 的 能 力 ( 设 各 次 试验 是 相互 独立 的 ) 。 

10. 某 地 每 年 夏季 遭受 台风 袭击 的 次 数 服从 参数 为 4 的 泊 松 分 布 , 试 求 : 

(1) 人 台风 袭击 次 数 小 于 1 的 概率 ; (2) 台 风 袭 击 次 数 大 于 1 的 概率 。 


提高 题 
1. P(X=k)=cMe /AL (CR 一 0,2,4,…) 是 随机 变量 X 的 概率 分 布 , 则 4,c 一 定 满 
Æ š, 
A. 3>0 В. с>0 G сА2>0 D. с->0.4>0 
0. ж<20, 
алашы 0:2, USAl š 
2. 设 随 机 变量 X 的 分 布 函数 ЕС) = Ж P(0< X<2) МӨЛ X 
0.7, 1<:<3. 
1, 2223, 
的 概率 分 布 。 
3. W РОХ r= 1,2,--) ВЕН X 的 概率 分 布 , 求 常数 b。 


4. 某 厂 生产 的 产品 中 次 品 率 为 0.005, 任 意 取 出 1000 件 , 试 用 泊 松 定理 计算 : 
(1) 其 中 至 少 有 2 件 次 品 的 概率 ; 


23 途 线 型 随机 变量 及 其 分 市 Ө 


(2) 其 中 有 不 超过 5 件 次 品 的 概率 ; 

(3) 能 以 90% 以 上 的 概率 保证 次 品 件数 不 超过 多 少 件 ? 

5. 设 在 一 次 试验 中 ,事件 A 发 生 的 概率 为 p , 现 进行 n 次 独立 试验 , 求 : (1)A 至 少 发 生 
一 次 的 概率 ; (2) 事 件 A 至 多 发 生 一 次 的 概率 。 
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2.3.1 连续 型 随机 变量 及 其 概率 密度 函数 


若 随 机 变量 X 的 全 部 可 能 取 值 非 离散 时 ,就 需 定义 非 离散 型 的 随机 变量 。 以 下 所 述 的 
连续 型 随机 变量 是 一 类 重要 的 非 离散 型 随机 变量 。 


定义 1 设 FGz) 是 随机 变量 X 的 分 布 函数 , 若 存 在 非 抽 可 积 函 数 f(x) ,使 得 对 任意 实 
数 工 ,有 


269) -f fdt, (2.10) 


则 称 X 为 连续 型 随机 变量 , f(z) 为 X 的 概率 密度 函数 (probability density function) ,简称 
概率 密度 。 

由 上 述 定义 可 知 , 连 续 型 随机 变量 的 分 布 函数 是 连续 函数 。 

连续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 f(z) 有 如 下 性 质 : 

(1) 302) 220; 


е 
(2) Г ҮсӘал = ЕС--оо) = 1; 


(3) Р <Х< а) = [Ë Faa: 
ә 


(4) 车 F(z) 在 xz 处 连续 , 则 ЕС) = fz), 

由 性 质 (2) 可 知 介 于 曲线 y= 二 f(z) 与 zx 轴 之 间 的 面积 等 于 1( 图 2-2(a))。 由 性 质 (3) 知 
jË X 落 在 区 间 (zi,z?] 上 的 概率 РО Ха) EFKE Са ,xs]J 上 曲线 y= 二 f(x) 之 下 的 曲 
边 梯 形 的 面积 (图 2-2(b))。 性 质 (4) 给 出 了 通过 分 布 函 数 计算 概率 密度 函数 的 方法 。 


进一步 ,由 性 质 (4) 可 知 
fz) = Fia) lim 


Ar0 


ЕС= Ах) - Fiz) ші P€ Коте Az) 
Ат аса Ат g 


(2.11) 
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当 Az 充分 小 时 ,P(x 二 Xz 十 Ax) 守 f(z)Ax, 这 表示 XX 落 在 小 区 间 (zx,x 十 Az] 上 的 概率 
近似 地 等 于 F(z)Ar。(2. 11) 式 说 明 f(z) 反 映 了 在 xz 点 处 (无 穷 小 的 区 间 内 ) 单 位 长 的 概 
率 , 或 者 说 , 它 反 映 了 概率 在 z 点 处 的 “密集 程度 ”。 由 此 可 看 到 概率 密度 函数 的 定义 与 物 
理 中 线 密度 函数 的 定义 类 似 ,这 就 是 称 f(x) 为 概率 密度 函数 的 缘故 。 
由 于 连续 型 随机 变量 X 的 分 布 函 数 F(z) 是 连续 的 ,所 以 

Р(Х = а) = F(a)—F(a—0) = 0. (2.12) 

从 而 用 性 质 (3) 计 算 时 ,不 用 考虑 区 间 是 否 包含 端点 , 即 
Pla < K < axy)= P БХ = #x> = Pa 和 


= Рб 2206 Гло. 
(2. 12) 式 也 说 明 概 率 为 0 的 事件 未 必 是 不 可 能 事件 ; 类 似 地 ,概率 为 1 的 事件 也 未 必 是 必 
然 事件 。 


ІРІЛІ 设 随机 变量 X 具有 概率 密度 函数 
ksinr, 0 < zxz<mx 


0, 其 他 。 
OMER k (DR X 的 分 布 函数 ; (3) 求 р(х <). 


re - | 


解 GD 由 | “Fodz=1 得 | Esinzdz = 1. k=. 于 是 ,X 的 概率 密度 函数 为 


Liars 0<zxz<mx, 


f(z) = | 2 
0， 其 他 。 
(2) 当 z<0 时 , F(z) = f flz)dzr = 0; 
当 0«а<п BF, F(z) = f flr)dr Í упада 1 = =. 


4 rn tf, F(z) = Г. flx)dr = Г 1 sinzdz = 1, 


综 上 ,X 的 分 布 函数 为 
0， т < ü, 


F(z) = s= 0<=< я, 


1, 工 之 To 


р(х) | fwd = ft Tsinzaz = 0.25, 
* > 
т т ич a 
z)=r(4)-r(4)=0.25. 


23.2 几 种 常见 的 连续 型 随机 变量 


1. 均匀 分 布 
定义 2 若 连 续 型 随机 变量 X 具有 概率 密度 函数 


R Р(х 
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1 ЕГІЗ 2-5: 
flz) = 1b—a (2,13) 


0. 其 他 ， 
则 称 久 在 区 间 [a,65] 上 服从 均匀 分 布 (uniform distribution) , 记 作 X~U (a,b). 
事实 上 ,车 X~U(a,5b), 设 任意 区 间 (c,c 十 Cla,5b), 则 
4 = 
以 上 说 明 : 在 区 间 [a,5] 上 服从 均匀 分 布 的 随机 变量 X, 具 有 下 述 意 义 的 等 可 能 性 , 即 它 落 
在 区 间 [a,5] 上 任意 等 长 的 子 区 间 内 的 可 能 性 是 相同 的 , 且 它 落 在 该 子 区 间 内 的 概率 与 这 个 
区 间 的 长 度 成 正比 ,而 与 该 区 间 的 位 置 无 关 。 


et tl 
Р(Х aS e T 4) -Í Редаг = | 


均匀 分 布 的 分 布 函数 为 
0. << а 
Ға) = 45-4, ¿<x<b, (2.14) 
6-а 
1; т>65, 
f(z) 与 F(x) 的 图 形 分 别 如 图 2-3(a) 和 (b) 所 示 。 
Бо) 
1 
Оа b x 
(b) 
图 2-3 


ТЕ Эр rh, ЕД ТІН АЯЗ H BL E ñ Bü BU 8, ТЕ 9298 С BË BL AH fu S m A 
都 服从 均匀 分 布 。 在 理论 研究 中 ,尤其 是 在 分 布 的 模拟 研究 中 也 常用 到 均匀 分 布 。 

【 例 2] 设 随 机 变量 X 在 区 间 [0,10] 上 服从 均匀 分 布 , 现 对 X 进行 4 次 独立 观测 , 试 
求 至 少 有 3 次 观测 值 大 于 5 的 概率 。 

解 设立 是 4 次 独立 观测 中 观测 值 大 于 5 ЛАЖ Y ~B, p) ДР p=P(X>5). 

由 题 意 ,X 的 概率 密度 函数 为 
1 


ко 0<2<10, 
о, 其 他 ， 
BI р = РОХ 5 = |" Даг = . 即 Y ~ B[4 +]. 于 是 ,Y 的 分 布 律 为 


1 
2 
1 
2 


4 1y 
) a(z) s k=0,1,2,3,4, 


Y az) @ 


4 4 
PY > 3) = PY =3) +P(Y = 4) (5) +a (5) 5. 


于 是 
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2. 指数 分 布 
ЖУЗ 车 连续 型 随机 变量 X 具有 概率 密度 函数 
йде”, 22-0, 
fa) = | (2.15) 
0, 其 他 ， 


其 中 4 二 0 为 常数 , 则 称 X 服从 参数 为 的 指数 分 布 (exponential distribution) , 记 作 
X 一 Exp(A) 。 其 分 布 函 数 为 


1--6%, шік, 
F(z) = | (2.16) 
0, 其 他 。 


指数 分 布 常用 于 各 种 “寿命 ”分布 的 近似 。 例 如 电子 元 件 的 使 用 寿命 ,随机 服务 系统 的 服务 
时 间 ,机 器 正常 工作 的 时 间 等 。 指 数 分 布 在 可 靠 性 理论 与 排队 论 中 也 有 广泛 的 应 用 。 
指数 分 布 还 有 一 个 有 趣 的 性 质 一 一 无 记忆 性 。 因 为 


Р(Х>8-4.Х>5) Р(Х>в-Ф 
Р(Х Р 5) P(X> s) 


_ 1—G1 -— ee) Ее 


ë i 
аар elle) = Bs 


PEX 2 stil X 25) 


即 
P(X >s+t|X>s)= P(X> Р), (2.17) 

如 果 X 是 某 一 元 件 的 寿命 ,那么 (2. 17) 式 表明 : 某 元 件 已 使 用 了 小 时 , 它 总 共 能 使 用 至 少 
xs 十 上 小 时 的 条 件 概率 ,与 从 开始 使 用 时 算 起 它 至 少 能 使 用 上 小 时 的 概率 相等 。 这 就 是 说 ,元 
件 对 它 已 使 用 过 的 * 小 时 没有 记忆 。 具 有 这 一 性 质 是 指数 分 布 有 广泛 性 应 用 的 重要 原因 。 

指数 分 布 描述 了 “无 记忆 性 "时 的 寿命 分 布 , 但 “无 记忆 性 "是 不 可 能 的 ,因而 只 是 一 种 近 
似 。 对 一 些 寿 命 长 的 元 件 , 在 初期 阶段 老化 现象 很 小 。 在 这 一 阶段 ,指数 分 布 较 确 切 地 描述 
了 其 寿命 分 布 情况 。 又 如 人 的 寿命 ,一 般 , 在 50 岁 或 60 岁 之 前 ,由 于 生理 上 的 老化 而 死亡 
的 因素 是 次 要 的 ,车 排除 那些 意外 情况 ,人 的 寿命 分 布 在 这 个 阶段 也 应 接近 指数 分 布 。 

3. 正 态 分 布 

正 态 分 布 是 概率 论 中 一 种 最 重要 的 分 布 。 一 方面 , 正 态 分 布 是 自然 界 中 一 种 最 常见 的 
分 布 , 是 许 许多 多 随机 现象 的 定量 描述 。 例 如 在 正常 条 件 下 各 种 产品 的 质量 指标 ,如 零件 的 
尺寸 ,纤维 的 强度 和 张力 , 某 地 区 成 年 男子 的 身高 .体重 .农作物 的 产量 ,小 麦 的 穗 长 . 株 高 ， 
测量 误差 ,射击 目标 的 水 平 或 垂直 偏差 ,信号 噪声 ,等 等 ,都 服从 或 近似 服从 正 态 分 布 。 另 一 
方面 , 正 态 分 布 具 有 许多 良好 的 性 质 。 许 多 分 布 可 近似 地 服从 正 态 分 布 ,从 而 可 用 正 态 分 布 
的 性 质 来 研究 问题 。 


定义 4 若 连续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 为 


p? 


E 3 
f € = s оо < z< eo, (2.18) 
V2no 


其 中 pso(ao>0) 为 常数 , 则 称 X 服 从 参数 为 poz 的 正 态 分 布 (normal distribution) 或 高 斯 分 
布 (Gauss distribution) , 记 作 X— N(g.o2) , 
е 0, +оо +оо 
利用 Ге dr = 全 ,可 以 证 明 | fode 一 | 


т% 4/2ла 


а-ә? 
l ҮР 4-1. 
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正 态 分 布 的 分 布 函 数 为 
F(x) = 


1 
V2rc 
图 2-4(a) 和 (b) 分 别 为 o 固定 而 py 变化 时 的 正 态 分 布 的 概率 密度 函数 及 mw 固定 而 5 变 
化 时 的 正 态 分 布 的 概率 密度 函数 。 由 图 2-4(a) 和 (b) 可 以 看 出 , 正 态 分 布 的 概率 密度 函数 
f(z) 具 有 如 下 性 质 : 


f РЕ 299 себет ралы, (2.19) 


Го) 
0.798 


хү 


(1) 曲线 关于 = 对 称 ; 
(2) 当 z=y 时 ,f(z) 有 最 大 值 


1 
үк 
(3) 曲线 以 zx 轴 为 水 平 渐 近 线 ; 
(4) 确定 曲线 的 位 置 ,o 确定 曲线 的 陡峭 程度 。 
特别 地 , 当 mp=0,c=1 时 , 称 X 服从 标准 正 态 分 布 (standard normal distribution), 记 作 
X 一 N(0,1)。 其 概率 密度 函数 和 分 布 函数 分 别 用 P(z) 和 @(z) 表 示 , 即 


1 а 
(z) 一 ЕТЕ, 一 (2.20) 
à V2r 
1 Г =й 9 
ФО--- ета, -с<<1<--о5, (2.21) 
Va 
由 pg(z) 关 于 y 轴 的 对 称 性 可 得 
(1) Ф(0) =0. 5; 
(2) Ф(—2) =1—Ф(=х). (2, 22) 


标准 正 态 分 布 之 所 以 很 重要 ,其 中 一 个 原因 就 是 : 任意 正 态 分 布 N ) 的 计算 可 通过 下 
面 的 定理 转化 为 标准 正 态 分 布 N(0,1) 的 计算 。 标 准 正 态 分 布 的 概率 分 布 列 成 标准 用 表 ， 
见 附 表 2 给 出 了 z 三 0 时 的 B(xz) 的 数值 表 。 
定理 1 Ж ХМ), Y= 衬 4~N(0,D。 
证 明 设 Y 的 分 布 函数 为 Fy(y), 则 
o= BE у) = pP [Z= <»)- PA ану 
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иу ap оі е 
== й | sd 三 | l e zdu, 
Bra = 


于 是 太 (y) 是 标准 正 态 分 布 丽 数 ,所 以 Y 一 ~N(0,1)。 
设 Х--Мси.о?). W 
Ра<х<ы- ыс к< Х- mc e=) (24). (2.23) 
正 态 分 布 的 Зо 准则 (3c law); 
Р(и—0< Х < pta -2ФО)-1-0.6826, 
Р(р— 20 < Х < р 20) = 2Ф(2) —1 = 0.9544, 
Р(р — 30 < X < р 30) = 2Ф(3) 一 1 = 0. 9974, 
可 以 看 出 ,X 取 值 于 区 间 (и Зо Зо) РН Лр 1C2 2-5) ЕЗІНІН ХІ 
在 上 述 区 间 看 成 为 “实际 上 的 必然 事件 ”。 正 态 分 布 的 这 种 性 质 统 计 学 上 称 作 ”3c 准则 ”( 三 
倍 标准 差 原则 ) 。 


Јо) 4 


_ 
p-30 p-20 0| p-o ше AH2G uro x 
| |-“-68.26%---| Р 

一 | 95.44% 


Bai 99.74% 


图 2-5 


С 31 设 X~N(3,2?)。 

(1) ЖР(2<Х<5); (2) 确定 c 使 得 РОХ) = РОХ<е); 
(3) 设 d 满足 PCX>d) 三 0.9, 问 以 至 多 为 多 少 ? 

2-3 
2 
Ф(1) - (1—Ф00. 5)) =0. 8413- (1-0. 6915) =0. 5328, 


解 (1) РО<Х<5) (3) o( ) ФО)-ФС>0.5) 


(2) рох<о (2 


|. РОХ2>с) =1=РОХ<с)=1 (2). 


mü РО<О-РО>о.яж (2) 1 (F) m (3) 0.5, 所 以 5 


0, 解 得 с=3. 
(3) 按 题 意 ,d 需 满 足 


РХ>жФ-і (222) (5:4) 0.0. 


又 查 附 表 2 可 得 ФО. 285) —0. 9, ТН Й (x) 的 不 减 性 知 ,3 之 1. 285, 即 a< 
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0.43, 所 以 d EZH 0.43, 


习题 2.3 


基础 题 
1. 设 连 续 型 随机 变量 X 的 分 布 函数 是 


0 25 1% 
F(x) = ШЕ 1=< z=< ë, 
1% ES е. 
(1) 确 定常 数 A 及 B; (2) 求 РОС X<2); (3) 求 X 的 概率 密度 函数 f(x)。 
2. 设 随机 变量 X 具有 概率 密度 函数 
к. 0<=<1, 
Ға» = |. 1<--<<2; 
0. 其 他 。 
(1) 确 定常 数 p; (2) 求 X 的 分 布 函 数 ; (3) 求 P(0.5< X<1.5). 
3. 设 随 机 变量 X 的 概率 密度 函数 是 


A 
» |г|<1, 
JG = a 


0, [2 |> 1, 
试 求 : (1) 系 数 A; әе(Іхі<1), (3) 分 布 函数 FCz) 。 


4. 设 K 在 [0,5] 上 服从 均匀 分 布 。 求 方程 4x? 十 4Kz 十 K 十 2 二 0 有 实 根 的 概率 。 
5. 从 一 批 子弹 中 任意 抽取 5 发 试验 ,如 果 没 有 一 发 子弹 落 在 靶 心 2m 以 外 , 则 整 批 子弹 
将 被 接受 , 设 弹 着 点 与 靶 心 的 距离 X 的 概率 密度 函数 为 


Fa Ате, 220, 
Сх) = 
%. =< 0, 


ЖЖ. (1) 系 数 A; (2) 这 批 子弹 被 接受 的 概率 。 
6. 设 随机 变量 X 在 区 间 [2,5] 上 服从 均匀 分 布 , 现 对 X 进行 3 次 独立 观测 , 试 求 至 少 
有 2 次 观测 值 大 于 3 的 概率 。 


7. 革 种 晶体 管 寿命 服从 参数 为 Ti 的 指数 分 布 (单位 ; hb)。 电 子 仪器 装 有 此 种 晶体 管 


5 个 ,并 且 每 个 晶体 管 损 坏 与 否 相互 独立 。 试 求 此 仪器 在 1000h 内 恰好 有 两 个 晶体 管 损 坏 
的 概率 。 

8. 某 地 抽样 调查 结果 表明 ,考生 的 外 语 成 绩 (百分制 ) 近 似 服从 正 态 分 布 ,平均 成 绩 为 
72 分 ,96 分 以 上 的 占 考 生 总 数 的 2.3%, 试 求 考生 的 外 语 成 绩 在 60 一 84 分 之 间 的 概率 。 

9. 设 随机 变量 X 一 N(1,0.6:), 求 : (1)P(CX>0); (2)P0.2<X<1. 8). 

10. 设 随 机 变量 Х--М(и.о?) ,而 且 已 知 P( X<0.5)=0.0793, P(X>1.5)=0. 7611, 
ajo, 

11. 电源 电压 在 不 超过 200V,200 一 240V 和 超过 240V 这 三 种 情况 下 ,元 件 损坏 的 概率 
分 别 为 0.1,0.001 和 0.2。 设 电源 电压 X 服从 正 态 分 布 ,X 一 N(220,25?)。 试 求 : 
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(1) 元 件 损坏 的 概率 ; 

(2) 元 件 损坏 时 ,电压 在 200—240V 间 的 概率 。 

12. 某 工程 队 完 成 某 项 工程 所 需 时 间 X( 天 ) 近 似 服 从 正 态 分 布 N(100,25) ,工程 队 上 
级 规定 : ETE 100 天 内 完工 ,可 获奖 金 10 万 元 ; 在 100 一 115 天 内 完工 ,可 获奖 金 3 万 
元 ; 超过 115 天 完工 ,罚款 5 万 元 。 求 该 工程 队 在 完成 此 项 工程 时 ,所 获奖 金 的 分 布 律 。 

13. 设 测 量 两 地 间 的 距离 时 带 有 随机 误差 X( 单 位 : m) ,其 概率 密度 函数 为 

т ғ 

ТЕГІ mo, 一 co < z < оо, 
试 求 : (1) 测 量 误差 的 绝对 值 不 超过 30m 的 概率 ; (2) 接 连 测量 三 次 ,每 次 测量 相互 独立 进 
行 , 求 至 少 有 一 次 误差 不 超过 30m 的 概率 。 

14. 某 城市 男子 身高 X( 单 位 : cm) 服 从 正 态 分 布 N(170,36) 。 

(1) 问 应 如 何 选择 公共 汽车 车 门 的 高 度 使 男子 与 车 门 碰头 的 机 会 小 于 0.01; 

(2) 若 车 门 高 为 182cm, 求 100 个 男子 中 与 车 门 碰头 的 人 数 不 多 于 两 个 的 概率 。 

15. 设 随 机 变量 X 具有 关于 > 轴 对 称 的 概率 密度 函数 f(z), 即 Са) = fO) ,其 分 布 
函数 为 F(z) , 试 证 明 : 对 任意 < 之 0, 有 


(1) ЕС-а) = 1—F(a) ШІ 
0 


(2) P(|X|<a)=2F(a)—1; 

(3) P(| X|[>4)=2[1—F(a)], 

提高 题 

1. Жав 为 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 , 则 =( 5. 

2. 设 广 (z) 为 标准 正 态 分 布 的 概率 密度 函数 , 户 (z) 为 [一 1,3] 上 的 均匀 分 布 的 概率 密 
afi(zx), л5<0 


fG) = 


ERIE гә} (a>0.b>0) 87. ab 应 满足 ( ә. 
602), 220 
А. 2a 十 30 一 4 В. 3a+2b=4 С. a+b=1 D. a+b=2 
З. 设 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 f(x) 满足 ғазә-ға-ә.н | fde = 0,6, 
Ж Р(Х<0), 


4. 设 随机 变量 X 服从 正 态 分 布 N (7p,2:), 已 知 3P( X21.5)=2P(X<1. 5), W 
P(|X—1|<2)=( Jin 

5. 设 随 机 变量 X 服从 La,a 十 2] 上 的 均匀 分 布 ,对 进行 3 次 独立 观测 , 求 最 多 有 一 次 观 
测 值 小 于 a 十 1 的 概率 。 


24 随机 变量 函数 的 分 布 


在 分 析 及 解决 实际 问题 时 ,经 常会 遇 到 以 随机 变量 为 自 变量 的 函数 ,例如 对 某 工厂 生产 
的 一 批 钢 球 进行 检验 , 钢 球 的 直径 D 是 一 随机 变量 , 钢 球 的 体积 ағы жт D Н 
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数 , 我 们 希望 通过 直径 D 的 分 布 情况 了 解体 积 V 的 分 布 情况 。 

一 般 来 讲 , 若 X 是 一 随机 变量 ,Y 一 5(CX) 是 X 的 函数 ,由 于 Y 的 取 值 会 随 X 取 值 的 变 
化 而 变化 ,从 而 Y 也 是 一 个 随机 变量 ,也 需要 研究 它 的 分 布 情况 ,下 面 我 们 分 几 种 情况 进行 
讨论 。 


2.4.1 离散 型 随机 变量 函数 的 分 布 


设 X 是 离散 型 随机 变量 且 Y 二 g(X), 则 Y 也 是 一 个 离散 型 随机 变量 。 如 果 已 知 X 的 
分 布 律 为 


за 22 d Tr 


P b b: ші b. 


将 X=x, RA Y= g(X)48 


glx) 74622) .. glr) 


Р b: kaa P, 


应 注意 的 是 ,有 些 g(x ) 可 能 会 相等 ,要 在 分 布 律 中 将 其 对 应 的 概率 相 加 合并 成 一 项 。 
【 例 1】 设 随机 变量 X 的 分 布 律 为 


| =g 0 1 2 


| 0.2 0.3 0.1 0.4 


WR: (1)Y 一 2X 十 3 的 分 布 律 ; (DY=X +1 的 分 布 律 。 
解 (1) 将 X 分 别 取 一 1,0,1,2 代入 Y=2X 十 3 得 了 为 1,3,5,7, 则 Y=2X 十 3 的 分 布 


律 为 


š 3 5 7 


0.2 0.3 0.1 0.4 


(2) 将 XX 的 取 值 代入 Y==X? 十 1 得 


2 1 2 5 


0.2 0.3 0.1 0.4 


再 对 相等 的 值 合并 ,得 Y 的 分 布 律 为 
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2.4.2 连续 型 随机 变量 函数 的 分 布 


设 X 是 一 个 连续 型 随机 变量 ,其 概率 密度 函数 为 fx(x),g(z) 是 一 个 已 知 的 连续 函数 ， 
Y= 二 g(X) 是 随机 变量 X 的 函数 。 如 何 求 随机 变量 Y 的 概率 密度 函数 呢 ? 我 们 一 般 先 求 了 
的 分 布 函数 Fy(y) ,再 对 Fy(y) 求 导 得 到 Y 的 概率 密度 函数 fy(y)。 

【 例 2】 设 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 为 fx(z)( 一 co 王 z 所 十 co), 求 Y 一 Xs 的 概率 
密度 函数 fy(y)。 

т ”分别 记 X,Y 的 分 布 函 数 为 Fx(z) ,Fy(y) ,下 面 先 求 Fro). 

Fy(y) = P(Y < y) = P(X? < у) = РОХ < Yy) = Fx y). 

将 Fy(y) 关 于 y 求 导 得 到 Y 的 概率 密度 函数 为 
0. у = 0, 


[013] 设 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 为 С у 
Ж fy(y)。 

# Ло Х.У 的 分 布 函 数 为 Fx(z),Fy(y) ,下 面 先 求 Fy(y)。 

Fy(y) = P(Y < у) = P(e < у), 

BS Ү=ех2>0, 124 у<0 BF, Fy(y)=0; 5 y>0 PF, Fy (y) = P(Y<y)= P(e*<y) 
P(X=<Iny)= Ех (һу). 

将 Fy(y) 关 于 y 求 导 得 到 

һо» = fxn [+ l 


у xy(1 + In° y) ° 
因此 Y 的 概率 密度 函数 为 


«ЖҮ-еХ 的 概率 密度 函 


1 
ee 0. 
m= аннга $= 


0, у<0. 
对 于 连续 型 随机 变量 的 函数 ,还 有 下 面 的 定理 。 


定理 1 设 随机 变量 X 具有 概率 密度 函数 fx (z)(—co<x<+=o), X а (А 
处 可 导 且 恒 有 gf'(z) 二 0( 或 恒 有 gf(Cz) 一 0), 则 Y 一 5(X) 是 连续 型 随机 变量 ,其 概率 密度 函 
数 为 


fxh] |, а<у< В, 
fy(y) = (2.24) 
0, 其 他 ， 


其 中 一 min{g( 一 co),g( 十 ce)) .8 一 maxfg( 一 co),g( 十 ce)) (ул g(z)69 Ж, 
注 〈2.24) 式 中 ,要 取 妊 (y) 的 绝对 值 ,这 一 点 不 要 玻 忽 ,否则 可 能 会 得 到 错误 结果 。 
【 例 4] 设 随机 变量 X~Nu o), WIER X 的 线性 函数 Y=aX 十 (ae 天 0) 也 服从 正 
态 分 布 。 
证 明 X 的 概率 密度 函数 为 
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1 = 
fx(z) = е д. — 00 < z <+ eo, 
V2ra 


уат) arth, MIERI а псу) 20, Н М (у) 1. Y=aX +a) Ж 
密度 函数 为 


жә = тт (28), —c <у<+о, 
[а | а 
Вр 
1 ie њї 
fro) e 2 е wa --59<у<-і-оо, 
И [а | о V2r [а |с v2rx а 


于 是 有 Y=aX+b~N(au+b,(ao)’). 

由 此 可 见 , 正 态 随机 变量 X 的 线性 函数 Y= 二 aX 十 b(a 了 0) 服 从 参数 为 ay 十 b 和 (ao)? 的 
正 态 分 布 。 

【 例 5】 设 X~U[( 一 瑟 , 瑟 ) 求 Y 一 tanX 的 概率 密度 函数 。 


解 X 的 概率 密度 函数 为 
1 


ох ж. 
e= |= gatea 
о, 其 他 。 


令 y=g(Cz) 一 tanz, 由 此 解 得 


x= Һ(у) 一 arctany， На e( х) во, RE 4(%) Pesh Мо) =y 
H (2. 2O RAY = tan X 的 概率 密度 函数 为 
1 со Hoo 
fro) 二 о < y <4 ° 
2z 
=Z, 0<x<x, 
[016] 设 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 为 y = | 275” R y—sinX 的 概 
0， 其 他 。 


率 密度 函数 fy(y)。 

Ж 设 X,Y 的 分 布 函数 分 别 为 FxCz),Fyr(y), 由 于 X 在 (0,r) 内 取 值 ,所 以 Y= sinX 
的 可 能 取 值 区 间 为 (0,1) 。 

"4 y<0 时 , {Y 三 y) 是 不 可 能 事件 , Fy (y) = 
P(Y<y)=0, X /у (у) = Fy(y)=0; М y>1 时 ， 
(Уур ИЕ, Еу Су) = P(Y<y)=1, Мй fy(y)—= ls 
Fy(y)=0; 

当 0<у<1 В. (Уу) > 取 值 范围 为 两 个 互 
不 相交 的 区 间 ( 如 图 2-6 所 示 )。 0 

Ai(y) = [0,z,] = [0,arcsiny], 
A:(y) = [zx; ,7] = [= —arcsiny,z]; 


Е АРЕ 


oa 上-- 


то 
° 


TE 
(Y < y} = {ХЄД, (у) U (X EAO)? 
= {0 < X < arcsiny} U (я- arcsiny < X < x), 
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故 
Fy(y)= P(Y < y) = P((0 < X < arcsiny) U іл-агсвіпу < X < x)) 
= P(0 < X < arcsiny) + Р(х — arcsiny < X < л) 
= Fx(arcsiny) — Fx(0) + Fx(z) — Ех Ся — arcsiny) > 
将 上 式 两 端 对 > 求 导 ,得 


рм == £ 1 к m 1 
fy(y)= Fy(y) = fx(arcsiny) F + fx (я — arcsiny) y 
2arcsiny 1 2(т- агсѕіпу) 1 2 
2 + 2 ы 
x 1-у x 1 — у? x /1— y 
所 以 
2 
— Š Везе 
МОӘ = к /1— у? 
0. 其 他 。 
习题 2.4 
基础 题 


1. 设 随 机 变量 X 的 分 布 律 为 


АЖ. (1)Y = X: 的 分 布 律 ; (2)Y, 二 3X 一 1 的 分 布 律 。 
2. 设 随 机 变量 X 服从 [一 1,2] 上 的 均匀 分 布 , 记 
r X>o, 


试 求 Y 的 分 布 律 。 
3. 设 随机 变量 X 在 [0,1] 上 服从 均匀 分 布 。 求 : 
(DY 一 ex 的 概率 密度 函数 ; (2)Y 一 一 2lnX 的 概率 密度 函数 。 
4. 设 连续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 为 


е%, 220, 


f(z) = | 
0. z < Ü, 


求 Y= VX 的 概率 密度 函数 fy(y)。 

5. 设 随机 变量 X 服从 标准 正 态 分布 ,Y 二 1 一 21X|, 试 求 Y 的 概率 密度 函数 。 
6. 设 随 机 变量 X 在 [0,2x] 上 服从 均匀 分 布 , 求 Y 二 cosX 的 概率 密度 函数 。 
提高 题 
1. 设 随机 变量 X 服从 正 态 分 布 X 一 N(1,4), 且 

—1, Х<-2.92. 

y= І -PMSA 
іы XSi 


求 随机 变量 Z—arcsinY 概率 分 布 。 


2. 设 X 是 离散 型 随机 变量 ,其 分 布 函数 为 


0, 
0.2, 
Fx(z) = 
0.6, 
1. 


0.35, 


геш? Ө 


ж<а--2; 
—2<z—1, 
-1:<0, 
ба 1 

z ls 


令 Y=|X 十 1| ,随机 变量 Y 的 分 布 函数 Fy(y)。 

3. 设 X~U(0,2), 求 Y= 二 X? 在 (0,4) 内 的 概率 分 布 密度 fyo). 

4. 设 随 机 变量 X 在 区 间 [0,1] 上 服从 均匀 分 布 ,Y= 二 X? 十 X 十 1, 求 Y 的 概率 密度 函数 
Руб). 


总 复习 题 2 
1. 下 列 函 数 中 ,( ) 可 以 作为 连续 型 随机 变量 的 分 布 函数 。 
е ж<), еге. ж<0; 
А. F(z)= | В. G(z)= | 
1, x>0 l; т->0 
0. х<0, 0. ><20, 
6; ew] D. Н(х) = | 
1—e, z20 lte", 220 
2. P(X=x,) AG 1,2,…) 为 一 随机 变量 X 的 概率 分 布 的 必要 条 件 是 ( o 
A. z, 非 负 В. zi 为 整数 С. 0<<р,<2 D. р>2 
a—be™™, 220, 
3. 5и 是 随机 变量 ХВО, а.0.с. 
6% 550 
4. 设 随机 变量 ХІ АНЕ PX =O= -0,1,2,55.ө) Жа ІНІН. 
5. 已 知 随机 变量 X 只 能 取 一 1,0,1,3, 相 应 的 概率 为 二 ， Š, 7,5, RAE 
a = 42, 


Р(|Х|<2| X2 0). 
6. 2008 年 中 国 奥运 会 吉祥 物 由 5 个 “中 国 福娃 ?组 成 ,分 别 叫做 贝 贝 . 晶 晶 、 欢 欢 . 迎 迎 、 
妮 妮 , 现 有 8 个 相同 的 盒子 ,每 个 盒 中 放 一 个 福娃 ,每 种 福娃 的 数量 如 下 表 : 


福娃 名 称 ДД 晶 晶 欢 欢 迎 迎 妮 妮 
数量 £ 2 3 1 1 
从 中 随机 地 选 出 5 只 , 若 完整 地 选 出 “奥运 吉祥 物 ” 记 100 2 若 选 出 的 5 只 中 仅 差 一 种 记 


80 分 ; 差 两 种 计 60 分 ; 以 此 类 推 , 即 X 表示 所 得 分 数 , 求 X 的 分 布 律 。 
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Т. 设 某 射 手 每 次 击 中 目标 的 概率 为 0. 8 , 现 连续 地 向 一 目标 射击 ,直到 击 中 为 止 , 设 X 
为 射击 次 数 , 则 X 的 可 能 取 值 为 1,2,…, 试 求 : (1)X 的 概率 分 布 ; (2) 概 率 P(2 二 X 三 4) 及 


P(X23), 
P 
8， 设 连续 型 随机 变量 x 的 概率 密度 函数 为 /xs(z) 一 | 357 ТТТ: 
0, 其 他 ， 


Зу, 0<у<2, 
0， 其 他 ， 
独立 , 且 PAD =E , 试 确定 常数 ИН. 


9. 某 电 子 元 件 的 寿命 X 的 概率 密度 函数 为 (单位 : h) 
1000 
f(x) = | “à 
0, z < 1000, 
装 有 5 个 这 种 电子 元 件 的 系统 在 使 用 的 前 1500h 内 正好 有 两 个 元 件 需要 更 新 的 概率 为 多 
少 ?〈 设 各 元 件 损坏 与 否 相互 独立 ) 
10. 设 顾 客 在 某 银行 的 窗口 等 待 服务 的 时 间 X( 单 位 : min) 服 从 指数 分 布 , 其 概率 密度 


уникал) 已 知事 件 A= (Х>а).В= (уа) 


x > 1000. 


як» SDSS O 一 0' 某 顾 客 在 窗口 等 待 服务 , 若 超过 10min, 他 就 离开 。 他 一 
0, 其 他 ， 

个 月 要 到 银行 5 次 。 以 立 表示 一 个 月 内 他 未 等 到 服务 而 离开 窗口 的 次 数 。 写 出 Y 的 分 布 

律 ,并 求 P(Y). 

11. 假设 一 大 型 设备 在 任何 长 为 1 的 时 间 内 发 生 故 障 的 次 数 N (1) 服 从 参数 为 At 的 泊 
松 分 布 。 试 求 : (1) 相 继 两 次 故障 之 间 的 时 间 间 隔 T 的 概率 分 布 ; (2) 在 设备 已 经 无 故障 工 
作 8h 的 情形 下 ,再 无 故障 运行 8h 的 概率 。 

12. 某 企业 准备 通过 招聘 考试 招收 300 名 职工 ,其 中 成 绩 排 在 前 280 名 的 录 为 正式 工 ， 
随后 的 20 名 录 为 临时 工 。 报 考 的 人 数 是 1657 人 ,考试 满分 是 400 分 。 考 生成 绩 近 似 服 从 
正 态 分 布 。 考 试 后 得 知 考试 总 平均 成 绩 , 即 y= 二 166 分 ,360 分 以 上 的 高 分 考生 31 人 。 某 考 
生 B 得 256 分 ? 问 他 能 否 被 录取 ? 能 和 否 被 聘 为 正式 工 ? 

13. 设 随 机 变量 X 服从 正 态 分 布 N(wso)(c>0), 且 二 次 方程 y H4y+X=0 无 实 根 
的 概率 为 0.5, 求 £ 的 值 。 

14. 设 随 机 变量 X 的 概率 密度 函数 为 
1—1 =|, =1<2<1, 


0, 其 他 。 


求 随机 变量 Y= 二 X? 十 1 的 概率 密度 函数 。 
15. 设 随机 变量 X 的 分 布 函数 下 (zx) 连续 , 求 Y= 二 F(X) 的 概率 密度 函数 。 


fx (х) = | 


аеро F 


第 2 章 我 们 只 讨论 了 一 个 随机 变量 的 情况 ,但 在 很 多 实际 问题 中 ， 
试验 结果 通常 需要 用 两 个 或 两 个 以 上 的 随机 变量 才能 描述 。 例 如 ,炮弹 
落 点 的 位 置 需要 由 它 的 横 坐 标 X 和 纵 坐标 立 来 确定 ,而 横 坐 标 和 纵 坐标 
是 定义 在 同一 个 样本 空间 的 两 个 随机 变量 。 再 如 ,在 制定 我 国 的 服装 标 
准时 , 需 同 时 考虑 人 体 的 上 身长 . 臂 长 .胸围 .下肢 长 ,腰围 . 臂 围 等 多 个 
变量 。 在 很 多 情况 下 ,对 于 同一 个 试验 结果 的 各 个 随机 变量 之 间 ,一 般 
有 某 种 联系 ,因而 需要 把 它们 作为 一 个 整体 来 研究 。 


31 多 维 随机 变量 及 其 分 布 函数 


3.1.1 二 维 随机 变量 


定义 1 设 随机 试验 巨 的 样本 空间 为 Q 二 {w) ,XX(w),Y(w) 分 别 是 定 
义 在 同一 个 样本 空间 上 的 两 个 随机 变量 , 称 (X,Y) 为 定义 在 Q 上 的 二 维 
随机 变量 (two-dimension random variables) 或 二 维 随机 向 量 。 

例如 ,炮弹 落 点 的 位 置 需 由 它 的 横 坐 标 X 和 纵 坐标 Y 来 确定 ,这 里 
(X,Y) 是 二 维 随机 变量 。 

类 似 地 , 设 Xi,Xs,…,X, 是 定义 在 同一 个 样本 空间 2 上 的 个 随 
机 变量 , 称 (Xi ,XX;,…,X,) 为 n 维 随机 变量 。 

通常 把 二 维 或 二 维 以 上 的 随机 变量 称 为 多 维 随机 变量 。 相 对 于 多 
维 随机 变量 , 称 随机 变量 X 为 一 维 随机 变量 。 


3.1.2 二 维 随机 变量 的 联合 分 布 函数 


类 似 于 一 维 随机 变量 ,我 们 讨论 二 维 随机 变量 的 分 布 函 数 。 

定义 2 设 (X,Y) 是 二 维 随机 变量 ,对 任意 实数 г.у. FA X< x) 
与 {Y 二 y) 同 时 发 生 的 概率 РОХ) П Y<y A X.Y) t 3 A B 
AMEX pY 的 联合 分 布 函数 (Cunity distribution function), 记 为 
F(x,y), PP 

F(z,y) = P (X< z} N ХУ <y)) =P(X< zY <<»). (3.0 


@ өзе АЕ K H fb 


若 将 二 维 随 机 变量 (X,Y) 看 成 是 平面 上 随机 点 的 坐标 , 则 分 布 函 数 FCz,y) 在 (zyy) 处 
的 函数 值 就 是 随机 点 (X,Y) 落 在 点 (z+,y) 左 下 方 无 穷 矩 形 域内 的 概率 (如 图 3-1(a) 所 示 )。 
由 图 3-1(b) ,容易 算出 随机 点 (X,Y) 落 在 矩形 区 域 zi 二 x 三 zx у Суу, 内 的 概率 为 
P(z <Х<л),у < Y < yz) = Е(х,,у,) — Fla: xi) + F(ay yi) — F(zi sys), 
(3. 2) 


(x.3) н ý 


(а) (b) 


二 维 随 机 变量 (X,Y) 的 分 布 函 数 F(z,y) 具 有 如 下 4 条 性 质 . 
d) 单调 性 ”F(zx,y) 是 分 别 关 于 变量 zx 和 y 的 不 减 函数 , 即 当 zz Са 时 ,有 
F(Oai,y) < F(zs,y); 当 和 1 二 yz 时 ,有 F(x,y1) < F(m,yz); 
(2) 有 界 性 0<ЕС(т.у)<1.Н 
ЕС оо,у) = 0, Ес(т.-<о)-0. Е(-с<о,- оо) = 0, F(+æœæ,+2æ)= l1; 
(3) 右 连续 性 БО. Т z ЯА, KTF y 右 连 续 , 即 
F(x +0,y) = F(x,y), Еб(х,у +0) = Ех, у); 
(4) 非 负 性 对 于 任意 的 实数 17Z2，yI，y2 Se у <у; 有 
P(zi < X < zx, < Y < у) = Е(х,у) — F(zms yi) + F(z;,yi) — ЕСлі»у) > 0, 
以 上 性 质 是 联合 分 布 函 数 的 基本 性 质 , 一 个 函数 是 随机 变量 联合 分 布 函数 的 充分 必要 
条 件 是 它 满足 以 上 性 质 (1) 一 性 质 (4) 。 


3.1.3 二 维 随 机 变量 的 边缘 分 布 函数 


若 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 函 数 为 F(z,y), 则 (X,Y) 中 随机 变量 X 的 分 布 函数 称 
为 (X,Y) 关 于 XX 的 边缘 分 布 函数 , 记 为 Fx(z), 即 
Fx(z) = P(X < z) = P(X < х,Ү <+ e°) = F(x, + e°), 
同 理 , 二 维 随 机 变量 (X,Y) 关 于 Y 的 边缘 分 布 函 数 , 记 为 Fy(y), 即 
Fy(y) = P(Y < y) = P(X <+ sə,Y < y) = FH оо, у), 
ІРІЛІ 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 函数 为 


CI— e iet gy>0 
F(z,y) = 
0, 其 他 。 


Ж Р(0<Х<1,0<Ү<1).Р(0<Х<1), 
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解 ” 利 用 公式 (3.2) 有 P(0< X<1.0<Y<1)=F(1,1)—F(1,0)—F(0.1)+F00,0) 
1—6 901 —е 本 一 0 一 OO 
=(1—е72)(1—е7!) 
220, 5466, 


由 边缘 分 布 函 数 的 定义 ,可 得 

二 一 站 0 

Fx(z) = F(x, +œ) = Í 
0. 150. 


W P 0< X<1)=Fx(1)—Fx(0)=1—e 740, 8647, 


3.1.4 n 维 随机 变量 的 联合 分 布 函 数 


与 二 维 随机 变量 类 似 ,可 定义 维 随机 变量 的 联合 分 布 函 数 与 边缘 分 布 函数 。 
IAEE n RR х,а, M) n ЗИЯ (Ху Ka} s (Хао), (Х,а, AE 


生 的 概率 


Вартае") = POK, < xm; | Ns SZ mey X, < m;y 


ЖОЛ n 维 随机 变量 (Xi X... X.) 的 分 布 函 数 或 随机 变量 Xi s X... X, 的 联合 分 布 
函数 。 


ДБА ТЕЗ КӨТ ) 的 边缘 分 布 函数 也 可 类 似 地 定义 。 例 如 ,其 关于 随机 变 


量 X I. (Xi X2), (X, . X, ,Xs) 的 边缘 分 布 函 数 可 分 别 表示 为 


Ру Ол) = Е(а) + st oops Ss 
Ра, а; Cersa) = Flm sm F Sas HN 


Fa ж (ху»22»23) = Е(лі»2; 2» 十 co 十 co)。 


习题 3. 1 
基础 题 
-ға-еза-ез), х>0.у>>0, 
1. 判断 F(z.y)= 是 否 可 以 作为 二 维 随机 变量 
4, 其 他 
(X,Y 了) 的 分 布 函 数 ? 


2. 一 电子 器 件 包 含 两 部 分 ,分 别 以 X,Y 记 这 两 部 分 的 寿命 (单位 : h) , 设 (X,Y) 的 分 布 
1—е79%%2 —е79 97 TAND , х2>20.у2>0, 
0, 其 他 。 
R: (1)P(0<X 委 100,0<Y 委 100); (2)P(0< X<100), 
提高 题 
1. 设 二 维 随机 变量 (X.Y) 的 分 布 函数 为 
F(x,y) = a(btarctanz)(ctarctany), — оо < х,у <+ °°, 


函数 为 ға 


@ өзе ##hB60W12es k H fb 


Ж. (1) 常 数 a,b,c 的 值 ; (2)P(0<X<1,0<Y=<1); (3)X 5 Y 的 边缘 分 布 函 数 Fx (z) 5 
Fy(y)。 
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3.2.1 二 维 离散 型 随机 变量 的 联合 分 布 律 


定义 1 若 二 维 随 机 变量 (X,Y) 的 所 有 可 能 取 值 是 有 限 或 可 列 个 数 对 , 则 称 (X,Y) 是 
二 维 离散 型 随机 变量 (two-dimension discrete random variable) 。 


定义 2 设 二 维 离散 型 随机 变量 (X,Y) 的 所 有 可 能 取 值 为 (zi,yj)(i,j 二 1,2,…), 则 称 
ру = Р(Х = = уу), і,ј = (3.3) 
为 二 维 离散 型 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 律 ,或 随机 变量 X 和 Y 的 联合 分 布 律 。 
类 似 于 一 维 随机 变量 的 分 布 律 ,(X,Y) 的 分 布 律 需 满足 如 下 两 个 条 件 : 
a) 非 负 性 pj 宇 0(i,j=1,2,…); 


(2) 规范 性 Ya =1, 


i=1 j=l 


另外 也 可 用 表格 表示 二 维 离散 型 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 律 : 


Жж 求 二 维 离散 型 随机 变量 的 分 布 律 , 关 键 是 写 出 其 所 有 可 能 的 取 值 及 取 值 的 概率 , 通 
常 写 完 后 应 验证 所 有 概率 的 和 是 否 为 1。 

ІРІЛІ 口袋 中 有 五 件 产品 ,其 中 两 件 次 品 , 三 件 正品 ,从 袋 中 随机 地 取 两 次 ,每 次 取 一 
件 , 取 后 放 回 。 设 随机 变量 X,Y 分 别 表示 第 一 次 ,第 二 次 取 到 的 正品 数 , 试 求 (X,Y) 的 分 布 
律 及 P(X 十 Y=1)。 

解 ” 随 机 变量 X.Y 的 所 有 可 能 取 值 均 为 0,1, 则 


2x2_4 2x3_ 6 
РО = 人 ?= 的 一 TB = РОС = ea = 5. 
同 理 可 得 
3X2 _ 6 3543; _ 9 
Р m r R. = У i rs ҙан 


即 (X,Y) 的 分 布 律 为 
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Y 
0 1 
K 
4 6 
Я 35 25 


6 12 


P(X+Y = 1) = Р(Х = 1,Ү = 0) Р(Х =0,Y = 1) U 


258 25” 


【 例 2】 设 A,B 为 随机 事件 , 且 РСА) = 1,РВІА)=1,РСА1В)= 1, Ф 


1，A 发 生 ， 1, ВЖЖ, 
% 二 ү = 
0, A 不 发 生 ， 0，B 不 发 生 。 
ЖЖ. 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 律 。 
_ A PAD ¿aa 
# 由 于 P(AB)==P(A)P(BIA) 1z PB) PATB) 6 所 以 
PEX = iF = 0 = PAB) 2. 
РОХ = LY = 0) = PEB) = РКА) – PAB) L, 
P(X = 0, = 1) = P(AB) = P(B) — P(AB) 证 
РХ-оУ-0)-РАОВ)-РАТВЫ-1-Р(АЧ-В) 
1 一 LP(A) + РОВ) — P(AB)] 2, 
所 以 ,(X,Y) 的 分 布 律 为 
Y 
0 1 
x 


3.2.2 二 维 离散 型 随机 变量 的 边缘 分 布 律 


ЖУЗ 设 (X,Y) 为 离散 型 的 二 维 随 机 变量 ,其 分 布 律 为 


b; Р(Х = =Y = y;), ij --1,.2,-%, 
对 了 求 和 所 得 的 分 布 律 


@ BIE АШ k H fb 


bi Da Хр zY = yj) = P(X Sr), і-1,2,-- (3.4) 
称 为 关于 X 的 边缘 分 布 律 Cmarginal distribution law)。 类 似 地 ,对 i 求 和 可 得 Y 的 边缘 分 
布 律 , 即 
ba Уһ Sra 20У = уу) = PY = y), ј = 1,2,6. (3.5) 
边缘 分 布 律 也 可 以 用 如 下 的 表格 表示 ， 


Y 
х y x: y; b 
а pu P: ру Жин, 
= 
= pa ра Фу 2 ps 
я 
<=, ba Ра ps Б» ру 
a 
р.) Уа >” = “ы а 1 
= = = 


此 表 中 ,中 间 部 分 是 (X,Y) 的 分 布 律 ,而 边缘 部 分 是 (X,Y) 关 于 X 和 关于 Y 的 边缘 分 
布 律 ,这 也 是 “边缘 分 布 律 * 这 个 名 词 的 来 源 。 

【 例 3】 求 本 节 例 2 中 二 维 随机 变量 (X,Y) 关 于 X 和 关于 Y 的 边缘 分 布 律 。 

解 由 本 节 例 2 中 的 分 布 律 ,可 知 


24008 £ 3 _ 3 
= Ре E T 
21105 ізй i 
ГЕ p Hp U T 
列表 得 : 
0 1 
p 
2 1 3 
8 з 12 + 
š 1 1 
1 G 12 а 
Б 1 
D ж ж 1 
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或 写成 
s]a 3 rje i 

3 21 5 1 

рг. | А 1 b.i | 6 6 


323 二 维 离散 型 随机 变量 的 条 件 分 布 


利用 条 件 概 率 的 定义 ,可 以 给 出 二 维 离散 型 随机 变量 的 条 件 分 布 律 。 
定义 4 设 (X,Y) 为 离散 型 的 二 维 随机 变量 ,其 分 布 律 为 
py = РОХ =Y = уу). і) = 1,2, 
FARHA j Ë p >, 


P(X = 211 = y) _ by 
PY = у;) by 


жЕ Y= y; 的 条 件 下 ,随机 变量 X 的 条 件 分 布 律 (conditional distribution law)。 对 固定 的 
i, pi. >0,Ж 


i= 1,2,° (3.6) 


Р(Х = <; | Y = y;) = 


Р(Х = 1Y = y) р 


РО = s, | X = nA Dh, P= lass (99) 
为 在 XX 二 x; 的 条 件 下 ,随机 变量 Y 的 条 件 分 布 律 。 
由 分 布 律 的 性 质 , 易 知 条 件 分 布 律 有 如 下 的 性 质 : 
(1) P(X==,|Y=y,)>0,P(Y=y,| X==,)20; 
(2) DPX = x, | Y = уу) = 1, DPY = у; | X = x) = 1, 
【 例 4] 设 随 机 变量 X 与 Y 的 联合 分 布 律 为 
Y 
1 2 3 
x 
1 1 3 
3 16 15 16 


求 在 Y=1 的 条 件 下 ,X 的 条 件 分 布 律 。 
We БЕС. 
解 ” 由 题 设 可 知 РО тр 
Р(Х = 3, = 1) 1/10 


Р(Х =3|Ү= 1) 


P(Y = 1) 3/10 


I 
3 
P(X =4,Y = 1) 1/5 2 

P(Y = 1) 3/10 3 


P(X=4|Y=1) 


Ө өзе 多 纵 脑 机 变量 及 其 分 市 


即 在 Y 一 1 的 条 件 下 ,X 的 条 件 分 布 律 为 


x | 3 4 


“|= 


P(X=k|lY=1) | 


we 


3.2.4 二 维 离散 型 随机 变量 的 相互 独立 性 


第 1 章 中 我 们 定义 了 两 个 事件 的 独立 性 , 即 如 果 有 P(AB) 二 P(A)P(B), 则 称 事件 A， 
B 相互 独立 。 现 在 把 此 概念 推广 到 两 个 离散 型 随机 变量 上 。 
设 有 二 维 离散 型 随机 变量 (X,Y) ,如果 记 A={X=zxi},B 二 {Y= 二 yj;}, 则 由 P(AB)= 
P(A)P(B) 得 P(X=zi,Y=y)=P(X=zxi)P(Y=y;)。 由 此 可 给 出 如 下 的 定义 。 
定义 5 设 (X,Y) 为 二 维 离散 型 随机 变量 ,其 分 布 律 为 
фу = P(X =2Ү = у), i, = 1,2, 
BX, YDA УГЕ ЛИЙ (л; y) A 
Р(Х = zs; = уу) = Р(Х = х)Р(Ү = у), š -1,2,%%, (3. 8) 
则 称 随 机 变量 X 和 Y 相互 独立 。 
类 似 地 ,如 果 记 A={X 志 x},B={Y 志 y} ,可 给 出 如 下 的 定义 。 


定义 6 设 Fz,y) 及 Fx(zx),Fy(y) 分 别 是 二 维 随 机 变量 (六 ,Y) 的 分 布 函数 及 边缘 分 
布 函 数 , 若 对 所 有 的 (tz,y)ER?, 有 
F(z,y) = Fx(z)Fy(y), (3.9) 
则 称 随 机 变量 X 和 Y 相互 独立 。 
【 例 5] 判断 本 节 例 4 中 随机 变量 X 与 Y 的 独立 性 。 
Ж ”由 已 知 可 得 ,X 和 YY 的 边缘 分 布 律 如 下 : 


x 2 3 
х b. 
Я 1 1. 3 3 
10 5 10 s 
L š 2 
Е T 10 16 Ei 
3 3 2 
А 10 10 % 1 
因为 


1 қ 3 3 9 
P(X = 3,Y = 2) 5， P(X = 3)P(Y = 2) 5 x 10 50° 


所 以 РОХ=3,Ү=2)5Р(Х=3)Р(Ү=2), Ш X 与 了 不 相互 独立 。 
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【 例 6] 设 二 维 离散 型 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 律 为 


1 z 3 
x 
Ж, елі: -2. 
И 6 9 18 
1 
2 3 а В 


H. X 与 六 相互 独立 , 求 ,8。 
解 ”由 已 知 可 求 ,X 和 YY 的 边缘 分 布 律 如 下 : 


x 1 2 3 
x b. 

қ Ж 1 1 1 
6 9 18 3 

2 Ж, а B Е ЕУ 
3 3 
1 1 1 

p.; => gte 187% 1 


因为 X 55 Y 相互 独立 , 故 
г 1,Y=2) = Р(Х = DP(Y = 2), 


P(X = 1,Y = 3) = Р(Х = 1)Р(Ү = 3), 


ра 

oC me 
га, 

习题 3.2 
基础 题 


1. 一 口袋 中 有 三 个 球 ,其 中 两 个 红 球 ,一 个 白 球 , 取 两 次 ,每 次 取 一 个 ,考虑 两 种 情况 : 
(1) 放 回 抽样 ; (2) 不 放 回 抽样 。 我 们 定义 随机 变量 X,Y 如 下 : 
ы 1, 若 第 一 次 取出 的 是 红 球 ， 1. 若 第 二 次 取出 的 是 红 球 ， 
% 若 第 一 次 取出 的 是 白 球 ， |, 若 第 二 次 取出 的 是 白 球 。 


试 分 别 就 (1)、(2) 两 种 情况 , 写 出 (X.Y) 的 分 布 律 。 
2. 设 (X,Y) 的 分 布 律 为 


о BIS эФИИФЕЮНОФ 


Ж ғ(х<1.у<4.),рас>о.ғ(х<1). 


3. 设 随机 变量 (X,Y) 只 能 取 下 列 数组 中 的 值 : (0,0),( 一 1,1)， (-i +). (2,0), 且 取 


这 些 值 的 概率 依次 为 十 ,二 , 十 , 计 。 求 : (1) 此 二 维 随机 变量 的 分 布 律 : (2)X 和 的 边缘 


分 布 律 ; (3) 判 断 X 和 了 是 否 相 互 独立 ? 并 说 明理 由 。 

4. 甲乙 两 人 独立 地 各 进行 两 次 射击 ,已 知 甲 的 命中 率 为 0. 2, 乙 的 命中 率 为 0.5, 以 X 
和 YY 分 别 表示 甲 和 乙 的 命中 次 数 , 求 (X,Y) 的 分 布 律 。 

5. 设 随机 变量 X AY ЖШ КІН АНЕ 


H P(XY=0)=1。 

(1) R X AY 的 联合 分 布 律 ; 

(2) 判断 XX 和 YY 是 否 相 互 独立 ? 为 什么 ? 

(3) X=1 条 件 下 , 求 Y 的 条 件 分 布 律 和 Y=0 条 件 下 , 求 X 的 条 件 分 布 律 。 

提高 题 

1. 设 随机 变量 X 在 1,2,3,4 四 个 整数 中 等 可 能 地 取 一 个 值 , 另 一 个 随机 变量 Y 在 
1 一 X 中 等 可 能 地 取 一 整数 值 , 试 求 (X,Y) 的 分 布 律 及 P(X 二 Y)。 

2. 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 律 为 


已 知事 件 {X= 二 0) 与 事件 {X 十 Y= 二 2} 相 互 独立 , 求 a,b 的 值 。 
3. 随机 变量 Y 服从 参数 4 二 1 的 指数 分 布 ,随机 变量 
0, Y<k, 
a- 


(k = 1,2), 
1, Y> 


ЖОХ . X. ) 的 分 布 律 及 边缘 分 布 律 。 
4. 已 知 随机 变量 XY 以 及 XY 的 分 布 律 如 下 表 所 示 : 


x | 0 1 2 


1) 
=| F n 
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Y | 0 1 2 ХҮ | 0 1 2 4 
1 T 1 7 1 1 
JE з 3 p Е з Ü 12 
求 P(X=2Y)。 


5. 设 随机 变量 Х.У 相互 独立 同 分 布 , 且 
P(X D=g Р(Х= 1) =p, jthF'p+q=1,0< +<1, 


4% 


И ХҮ = 1, 


1, XY =—1。 
Ж. (1)Z 的 分 布 律 ;(2)(X,2Z) 的 分 布 律 ; (3)p 为 何 值 时 X 与 Z 相互 独立 ? 


3.3 二 维 连续 型 随机 变量 


3.3.1 二 维 连 续 型 随机 变量 的 概率 密度 函数 


定义 1 对 于 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 函数 FCzrz,y), 如 果 存 在 非 负 函数 fay) ,使 
对 于 任意 实数 х,у. 


Есу) = Ë Г YG oydudu, (3.10) 


则 称 (X,Y) 是 二 维 连续 型 随机 变量 (two-dimension continuous random variable), 函数 
f(z,y) 称 为 (X,Y) 的 概率 密度 函数 或 称 为 (X,Y) 的 联合 概率 密度 函数 。 

类 似 于 一 维 连 续 型 随机 变量 的 概率 密度 函数 ,二 维 连 续 型 随机 变量 的 概率 密度 函数 
f(z,y) 具 有 如 下 的 性 质 : 

(1) f(z,y)20; 


“кө оо 
(2) Г і Г f(z,y)drdy = 1; 


на 
(3) E SEER ойы M P уса) 
(4) 设 G 是 zOy 平面 上 的 一 个 区 域 ,点 (X,Y) 落 在 G 内 的 概率 为 

P((X,Y) € G) = [ес y)dzdy., (3.11) 


【 例 11 设 随 机 变量 (X， Y) 的 概率 密度 丽 数 为 
ke SP. ж>0,у2>>0, 


其 他 。 
试 求 : (1) 常 数 上 ; (2)(X.Y) 的 分 布 函数 F(z,y); (З)РСХ-ҒҮ<1), 
解 (1) 由 概率 密度 函数 的 性 质 (2) 知 


“ко [co + Гоо 
1= | | Jf (z.y)dzdy = Í І Ве dedy 
ЕҢ ЕР: о Јо 


(х,у) = 


@ BIE вФИИОЕЫНОФ 


І” Seg Іш год 1 
=, Ре zj ° y = əks 


因此 & 一 12。 
Í [iee aray, у 
ó 

0. 其 他 
ж->0.у>>0. 


ЕС 其 他 。 
(3) 随机 变量 (X,Y) 的 可 能 取 值 区 域 如 图 3-2 所 示 ,由 概率 
密度 函数 的 性 质 可 得 


1 1-z 
PCX+HY<D= faf 12e ty dy 
° ° 


Өз Ес) = Г Г боду: | 


= ] — 4e” + Зе! 
== 0.8558, 


3.3.2 两 个 常用 二 维 连续 型 随机 变量 的 概率 密度 函数 


1. 二 维 均匀 分 布 
设 (X,Y) 为 二 维 随机 变量 ,G 是 平面 上 的 一 个 有 界 区 域 , 其 面积 为 A(A>0), 若 CX,Y) 
的 概率 密度 函数 为 
1 
| (3.12) 
0, “(za 66. 
则 称 二 维 随 机 变量 (X,Y) 在 区 域 G 上 服从 二 维 均 匀 分 布 (two-dimension uniform 


distribution), 


2. 二 维 正 态 分 布 
设 (X,Y) 的 概率 密度 函数 为 
amd? Cp) pe) би) 
Fay) = —— ===" аа) (3.13) 
п0102 E < 


Ж р зро soy о о WER о 220,0 220, 101<1.х.у 是 任意 实数 。 我 们 称 (X,Y) 服 从 参 
数 为 mm ,ma ,aozyo 的 二 维 正 态 分 布 (two-dimension normal distribution) , 记 为 (X,Y) 一 
NC +013 ро +025 р). 


333 二 维 连续 型 随机 变量 的 边缘 概率 密度 函数 


对 于 二 维 连续 型 随机 变量 (X,Y) , 设 它 的 概率 密度 函数 为 FCz,y) ,因为 
Бубе RG@s, коо) = Г. ШІ = Í ooa, 


显然 ,Fx(z) 是 连续 型 随机 变量 X 的 分 布 函 数 , 其 概率 密度 函数 , 即 (X,Y) 关 于 XX 的 边缘 概 
率 密度 函数 (edge density function) 为 
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fe = | fpdy. 
类 似 地 ,可 得 (X,Y) 关 于 Y 的 边缘 概率 密度 函数 为 
Жозе ШЕСІ 
(0121 设 二 维 连续 型 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 函数 为 
Алу, 0<2<1,0<5у<1, 
(х,у) = | 
0 其 他 。 
求 (X,Y) 关 于 X 和 YY 的 边缘 概率 密度 函数 。 
М (X,Y) 关 于 XX 的 边缘 概率 密度 函数 为 
reo Газа = 2z, Оса = 1, 
fx (=) =| f(ydy = т 
0, 其 他 。 
由 工 与 y 的 对 称 性 可 知 ,关于 Y 的 边缘 概率 密度 函数 为 
0<у<1, 


ке 2y, 
fy(y) = 站 reesmdr = W жі. 


(3.14) 


(3.15) 


【 例 3】 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 在 圆 域 Hy K 上 服从 均匀 分 布 , 求 (X,Y) 关 于 X 


和 关于 Y 的 边缘 概率 密度 函数 。 
解 ” 由 假设 知 ,(X,Y) 的 概率 密度 函数 为 
1 


=, +y <l, 
Fira) = |" ` 
о, 其 他 。 
(X,Y) 关 于 X 的 边缘 概率 密度 函数 为 
һо | (zy)dy = | - 4” реп 
Е 0, [2121 


(еее Із Есі, 


0. ЕЗГІ” 
同 理 
2 а late 
FA = 1 E 
0, [у 121. 


显然 ,尽管 (X,Y) 在 圆 域 上 服从 均匀 分 布 ,但 X 和 YY 都 不 服从 均匀 分 布 。 


【 例 4】 求 二 维 正 态 分 布 随机 变量 (X,Y) 关 于 X 和 关于 YY 的 边缘 概率 密度 函数 。 


Ж (X,Y) 的 概率 密度 函数 为 


1 
ТӘУ = — F. 
2roioz /1 — ø 


а-а) 


Саа Ига рё 
empl 4 аа 4], 


Q 935 F#MMWEERRHAM 


其 中 p о ноп зо p WEER S000, lol <1,z,y 是 任意 实数 。 由 于 


(у= m) Де Am)(y 一 Ama) Е Із оа) ёа), 


2 
с 0102 о бі 


“кесе 1 твр) +0 (е дп М 
ЖОО = Ж аа Ee 4 | ° sas а dy. 


1 YTL т-и 
ғ ( Ба =a] я 


V1l—p’ 0 
1 n} Г Еі 1 n? 1 a Е 
)=—— e 27 z dt = т” 一 一 d 
fx a 4 | етш сты 4 T етш 
1 (ux 
= = € s Cs p <ra), 
то) 
ШІ X 服从 正 态 分 布 Nm ,of)。 
同 理 可 得 
O=- eo C eo < y<+eo, 
2п0, 


HD Y 服从 正 态 分 布 N Ga ,os)。 因 此 ,二 维 正 态 分 布 的 边缘 分 布 仍 是 正 态 分 布 ,这 是 一 个 重 
要 的 结论 。 但 由 于 两 个 边缘 分 布 都 不 依赖 于 参数 po, 所 以 由 边缘 分 布 一 般 还 不 能 确定 随机 
变量 (X,Y) 的 分 布 。 


“3.3.4 二 维 连续 型 随机 变量 的 条 件 分 布 
对 于 二 维 随 机 变量 (X,Y) ,有 时 需要 考虑 其 中 一 个 随机 变量 取 定 值 的 条 件 下 , 另 一 个 随 

机 变量 的 概率 分 布 问题 ,这 就 是 随机 变量 的 条 件 分 布 。 
定义 2 设 (X,Y) 是 二 维 随机 变量 ,其 概率 密度 函数 f(z,y) 在 (x,y) 处 连续 ,边缘 概 率 
密度 函数 fy(y) 连 续 且 fy(y) 之 0, 则 称 人 次 为 在 了 二 y 条 件 下 X 的 条 件 概率 密度 


ЉС) 
(conditional probability density) , 记 为 
farla | y) = а», (3.16) 
fro) 
жле оа 一 | KEV 为 在 Y=y 的 条 件 下 ,随机 变量 X 的 条 件 分 布 函数 
一 == fy 
(conditional distribution function) , 记 作 РОХ< з |Ү= у) A Fxiy(z| y), Pp 
Ехубх | y) = РХ |у у = | Fry (3.17) 
-е fy(y) 
类 似 地 可 定义 在 X= 工 条 件 下 ,Y 的 条 件 概 率 密度 为 
- Га.» 
fvix Gy | z) karesi . (3.18) 


| ло | pay = Ë E Ay 为 在 X 一 x 的 条 件 下 ,随机 变量 Y 的 条 件 分 布 本 数 ， 
ә = fx 
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记 作 P(Y<y| X=<x)š, Fyix(y|z) Ep 
оо еар раа Г Таза, (3.19) 
-= fx z) 
【 例 5] 已 知 (X,Y) 的 概率 密度 函数 为 
б6лу(2-л-у). 0<1<1,.0<у<1, 


0, 其 他 。 
求 条 件 概 率 密度 Ууу laly), frole). 
解 X 的 边缘 概率 密度 函数 为 


ке 
Г Үт»у)4у = 4х — 3r, 0<х<1, 


0, 其 他 。 
IH = j y 的 对 称 性 ,可 得 Y 的 边缘 概率 密度 函数 为 
dy—3ys 0<у<1. 


0, 其 他 。 


f(x,y) = | 


Р(х) = | 


fr = | 


ЯН. 0<у<1 В. /у Су) 220, 0] 


g баХ2--ш---9) 
— f(z,y) _ | << << 1, 


fxiv (z | y) RO 


4 0<x<1 f, fx(z)>0. 0 


6y(2 一 工 一 y) 
molas = бе». alli 0<y<1, 


4-3 
fx(z=) т 
其 他 。 


3.3.5 二 维 连 续 型 随机 变量 的 独立 性 


定义 3， 对 于 二 维 连 续 型 随机 变量 (X,Y), 若 其 概率 密度 函数 等 于 两 个 边缘 概率 密度 


B A iy RAR, PP 
f(z,y) = fxla)frly)s (m,y) € В, (3.20) 
则 称 随 机 变量 X 和 Y 相互 独立 。 


定理 1 设 F(z,y) 及 Fx(z),Fy(y) 分 别 是 二 维 随机 变量 (X.Y) 的 分 布 函数 及 边缘 分 

布 函 数 , 则 随机 变量 X 和 Y 相互 独立 的 充 要 条 件 是 对 所 有 的 (+,y)ER* 有 
F(x,y) = Fx(x)Fy(y)。 

【 例 6】 判断 本 节 例 3 中 X 和 Y 的 相互 独立 性 。 

Ж ”在 本 节 例 3 中 (X,Y) 的 概率 密度 函数 为 
1, а +у <1, 

firey = { = 
о, 其 他 。 

(X,Y) 关 于 X 和 Y 的 边缘 概率 密度 函数 分 别 为 


@ өзе АШ K H fb 


= АЕ аа а [= 15 Үл ттар аА lala 
二 一 Jy Gy = ¿1 w 
0, leli 0, [у 121. 


224 у ў, f(z,y)Z РС) fy(y), Br, X ЖҮ RHEI o 
С) 71 Х,У) Мр as ро 055 р) W X A Y 相互 独立 的 充 要 条 件 是 o 二 0。 
证 明 先 证 充分 性 。 若 p 二 0, 则 (X,Y) 的 概率 密度 函数 为 
гад ni] 27544 244 
= fxGz)fy(y), 一 ce 二 zy 二 十 co， 
这 说 明 X 和 Y 相互 独立 。 
下 面 证 明 必 要 性 。 若 X 和 Y 相互 独立 , 则 对 任意 实数 xz,y, 有 


Р(х,у) = fx(x)fy(y). 


取 TS py y рг 时 ,有 


Fond = fy Gs MES 1 ! 


2к010 М1 — ° Е 2010: ° 
ЊН о 20,0220, 149 =? 二 1, 所 以 0-0. 

以 上 关于 二 维 连 续 型 随机 变量 的 一 些 概 念 ,容易 推广 到 维 随 机 变量 的 情况 。 

XEF n 维 随机 变量 CX ,XX ，,…,X,) 的 分 布 函 数 下 (zi ,zs，…,x,), 若 存在 非 负 函数 
Рал s arst En) ,使 得 对 于 任意 实数 xz ,zs，… ,zx,， 有 

Flati stts) = P f Сы P (ays res z, )dz dze да,» 

则 称 f(zi оао неол) СХ, Хо ，…'X) 的 概率 密度 函数 。 

n 维 随机 变量 (Xi ,X,,…,X, ) 关 于 随机 变量 Xi,(CXi,Xs) 的 边缘 概率 密度 函数 可 分 别 
表示 为 


+оо роо +00 
Jx 6) = Г Г Ес. Г f ay zs z, )dz,dzx, dz, , 


Жа Evst) = É Г Гл жз" Z dr dz, dz, , 
车 对 所 有 的 zi z. "z, A 


Еспол s sss z,) = Ех, (ті Шұ; GP сх.) 


则 称 Х.Х... X, 是 相互 独立 的 。 
习题 3.3 


基础 题 
1. 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 函数 为 
dry, 0<z<1,0<y<1, 


о, Hb. 
WR: (1)P(0<X<0.5,0.25<Y<1); (2) P(X=Y); (3)PCX<Y); (4) (X,Y) 的 分 布 
函数 。 


flr,y) = | 


33 ЖЕЛІНІ ЗІН 


2. 设 二 维 连续 型 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 函数 为 
4.8y(2 — z), 0-т-1,0%у <>, 


Р(х,у) = | 
0, 其 他 。 
求 边缘 概率 密度 函数 У Са). Ју Су). 
3. 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 函数 为 
F” m==<y<1 


其 他 。 
(1) 试 确定 常数 c; (2) 求 X 与 Y 的 边缘 概率 密度 函数 ; (3) 判 断 X,Y 是 否 相互 独立 ? 
4. 设 (X,Y) 的 概率 密度 函数 为 
Ae”, 0< x< y 
(х,у) = | 


其 他 。 
(1) 试 确定 常数 A; (DR X 与 Y 的 边缘 概率 密度 函数 ; (3) 判 断 X.Y 是 否 相互 独立 ? 
5. 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 函数 为 


Р(х,у) = 


ау, 0<:<1,0<у<2, 


0. 其 他 。 

(1) 分 别 求 (X,Y) 关 于 X 和 关于 Y 的 边缘 概率 密度 函数 ,并 判断 XX 和 Y 是 否 相 互 独 
立 ? (2) 求 P(X 十 Y 宇 1)。 

6. 已 知 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 函数 为 


(х,у) = | 


Aarctan 2, (x,y) € D. 
re =| т š ЖФ D = ((х,у) | 2 +у < 4,0 < y< z), 


0. 其 他 ， 

Ж. (1) 常 数 A; (2) 边 缘 概 率 密度 函数 fx (zx)。 

7. 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 在 圆 域 x 十 三 1 上 服从 均匀 分 布 , 求 条 件 概 率 密度 fxi Сс). 
fyx(ylz), 

提高 题 

1. 设 连续 型 随机 变量 U,V 的 概率 密度 函数 分 别 为 f1 (ww) 与 f, Со), 5 fay) = 
Аа) Су) Бабку) Ж НІН f(z,y) 可 成 为 某 个 二 维 随机 变量 的 概率 密度 函数 的 充分 必 
要 条 件 , 并 说 明理 由 。 

2. 设 随 机 变量 X A Y 相互 独立 , 且 分 别 服从 参数 为 1 和 参数 为 4 的 指数 分 布 , 则 
Р‹Х<Ү)=‹( 2. 


1 1 2 4 
А. = В. 3 E 5 D. 5 
3. 设 X 和 立 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量 ,X 在 [0,1] 上 服从 均匀 分 布 ,Y 的 概率 密度 
a -у/2 
жж o) =[|2° 7 929 
Oy y<0, 


DOR X 和 Y 的 联合 概率 密度 函数 ; 


@ өзе АШ k H fb 


(2) REA a 的 二 次 方程 为 a? 十 2Xa 十 Y 二 0, 试 求 a 有 实 根 的 概率 。 
4. 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 在 G 上 服从 均匀 分 布 ,G 由 工 一 y 一 0,z 十 y 一 2 与 y 一 0 围 
ж. Ж. (1) 边 缘 概 率 密度 函数 fxCa); (2)fxi(z|y), 
5. 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 函数 为 
Ку = Ает», co < z <+ eo, — оо < y <+ eo, 
求 常数 A 及 条 件 概 率 密度 FrixCy|z) 。 


34 两 个 随机 变量 函数 的 分 布 


第 2 章 我 们 分 离散 型 和 连续 型 研究 了 一 维 随 机 变量 的 函数 的 分 布 。 本 节 我 们 类 似 地 研 
究 二 维 随机 变量 的 函数 的 分 布 。 


3.4.1 二 维 离散 型 随机 变量 的 函数 的 分 布 
二 维 离散 型 随机 变量 的 函数 仍 是 离散 型 随机 变量 ,计算 其 分 布 律 要 找 出 它 所 有 可 能 的 


取 值 及 取 每 个 值 的 概率 。 
【 例 1] 已 知 C(X,Y) 的 分 布 律 为 


w 
1 2 $ 
x 

1 1 

1 T F 0 
1 1 

2 8 8 0 
1 1 1 

3 12 12 12 


求 Z=X+Y 和 2Z=XY 的 分 布 律 。 
解 ” 先 求 Z= X-+Y 的 分 布 律 。 将 X,Y 的 取 值 代入 Z=X 十 Y 得 


z | 2 3 4 3 4 5 4 5 6 


0 


шн 
e 
s 
ы 
ә 
- 
s 


1 1 1 
£ | + + % 


再 对 相等 的 值 合 并 ,得 Z 的 分 布 律 为 


2 2 3 4 5 6 


оо |> 


š 
ЖЕ 
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下 面 求 Z 二 XY 的 分 布 律 。 将 X.Y КАКА 2= XY f 


2 | 1 2 3 2 4 6 3 6 9 
$ в, 3 L L. d A 
Е | 4 4 9 8 8 " 12 12 12 
再 对 相等 的 值 合 并 得 ,2 的 分 布 律 为 
2 | 1 2 з 4 6 9 
P 1 3 1 1 1 1 
4 8 12 8 12 12 


34.2 二 维 连 续 型 随机 变量 的 函数 的 分 布 


设 (X,Y) 是 二 维 连续 型 随机 变量 ,其 概率 密度 函数 为 f(z,y), 设 g(Cz,y) 是 一 个 二 元 函 
数 , 则 2Z=g(CX,Y) 是 (X,Y) 的 函数 。 类 似 于 求 一 维 随 机 变量 函数 分 布 的 方法 , 求 Z 的 分 布 。 
FER Z 的 分 布 函数 下 2(<) , 则 

Fz(z) = P(Z < z) = P(g(X,Y) < z) = P((X,Y) € D(z)) = Грезәғеву. 
Diz) 


Ж, D) = ((z=.y)|g(z=,y)<:), 
再 求 Z 的 概率 密度 函数 fz(z) 二 Fz(z)。 
我 们 只 就 下 面 几 个 具体 的 函数 来 讨论 。 
1. 和 的 分 布 
【 例 2] 设 (X,Y) 是 二 维 连续 型 随机 变量 ,其 概率 密度 函数 为 f(z,y), 求 Z= ХҮ 的 
概率 密度 函数 。 
Ж Z 的 分布 函数 
Fz(z)= P(Z < x=) = P(X+Y < z) = І f z.y)drdy 


t=zty {+ 


“аш рған = х)ф = Га ШЕ — E)r, 


- [Te [Treva 
故 Z 的 概率 密度 函数 为 


(2 = = Г ҮСеза- адде, (9,29 
由 对 称 性 可 得 
fz z) =| f(s— ywdy. (3. 22) 


特别 地 , 当 X 和 YY 相互 独立 时 , 设 (X,Y) 关 于 X 和 Y 的 边缘 概率 密度 函数 分 别 为 
fx(z),fr(y), 则 (3.21) 式 和 (3.22) 式 可 分 别 改写 成 


сә = [TADRE dz, (3.23) 


ке 
fz (z) - Í a z— y)fy(y)dy, (3.24) 


о BIB ##B6W Zee k H fb 


称 (3. 23) 式 和 (3. 24) 式 为 卷 积 公 式 (convolution formula) 。 
[@J3] 设 X 与 了 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量 ,它们 都 服从 N(0,1) 分 布 , 其 概率 密度 


函数 为 
102 
(z) = ez, —o° <= <+оо, 
fs ғ -і 
А 
ЖО) = et, —9 < y <, 


V2 
Ж Z= X+Y 的 概率 密度 函数 。 
解 由 (3.23) 式 ,得 


=. |” Балы а-ға W > P 0) 
fz(z)= 5 ЖӨһе-Әжшж-;- өте š dass осе өм. ах, 


即 Z 服 从 N(0,2) 分 布 。 
一 般 地 , 设 X,Y HR fh sr А ХМ sot), Y ~N m), HU (3.23) Н, Z= 
X+Y 仍然 服从 正 态 分 布 , 且 有 Z—N(a Tas sot 4-05). 
这 个 结论 还 可 以 推广 到 个 独立 正 态 随机 变量 之 和 的 情况 , 即 若 Xi 一 Nm 07) (11, 
2,…,n), 且 它们 相互 独立 , 则 它们 的 和 Z= X, + X, +--- + X, 仍然 服从 正 态 分 布 , 且 有 
Z~ Ма Бо + зо о А 0) 
更 一 般 地 ,可 以 证 明 有 限 个 相互 独立 的 正 态 随机 变量 的 线性 组 合 2а Xi Ta, X, 十 … 十 
aX, 仍然 服从 正 态 分 布 , 且 有 
Z~ N(avna Ба + а, ata) aba + abs) (asas, sa, 是 不 全 为 0 的 常数 )。 
2. 2)-тах(Х.Ү)ЖІ Z, =min[ X. Y) 9% 
С 4] 设 随机 变量 X 和 YY 相互 独立 ,它们 的 分 布 函 数 分 别 为 Fx(z) 和 Fy(y), 求 随机 
变量 Z =max{X.Y} 和 2 一 min{X,Y)} 的 分 布 。 
М (1) Zi 二 max{X,Y) 的 分 布 。 
Fz (z)= P(Z, < z) = P(max(X,Y) < z) 
= P(X < z,Y < z) = P(X < z)P(Y < z) = Fx(z)Fy(z), 
ШІ Z, =max{ X.Y) BJ RARO Fz (z)=Fx(z)Fy(z), 
(2) 2 一 min{X,Y} 的 分 布 。 
F;,(z)= P(Z, < х) = P(min(X,Y) < z) = 1— P(min(X,Y) > z) 
=1—P(X>=,Y> ж) =1—P(X> z)P(Y > z) 
= 1—[L[1 — Fx(z)][1 — Fy(z)] 
ШІ Za 一 min{(X,Y} 的 分 布 函数 为 Fz, (=) 一 1 一 [1 一 Fx(z)]L1 一 Fr(z)]。 
一 般 地 , 若 Xi ,Xa,…,X, Еп 个 相互 独立 的 随机 变量 ,其 分 布 函数 分 别 为 Fx. Сх). 
Pr Cæ), Fx, Ск): 
(1) Y=max{ Xi , X, ,…,X。) 的 分 布 函数 为 


Fro) = [[ Fx, cv， (3.25) 
i=l 
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(2) Z 一 min{Xi , X, Xn) BJ RRO 


Fz(z) 一 1 一 TID — Fe cal, (3.26) 

特别 地 Xis X... Xn 独立 同 分 布 , 分 布 函数 记 为 ЕС), Д] 
Еу(у) = [ЕСу)1". (3.27) 
Fz(z) = 1—[1— F(z)]*, (3.28) 


【 例 5] 对 某 种 电子 装置 的 输出 测量 了 5 次 ,得 到 观测 值 Х,.Х..Х..Х,. X , 设 它们 是 
相互 独立 的 随机 变量 , 且 都 服从 同一 分 布 


2 
1—er, х2: 0, 


0. PZ 05 
Ж P(max(X, ,X,, X, ,Xi ,X;1224), P(min( X, , X, , X, , X, , X; )<8), 

Ж 5 = тах(Х,,Х,,Хз,Х,,Х;),У=тіп(Х,,Х,,Хз,Х,,Х;). H+ X, .,X,.X;, 
Х,.Х 相互 独立 , 且 都 服从 同一 分 布 ,由 (3. 27) 式 ,(3. 28) 式 分 别 得 


F(x) = | 


2 
Q—e™T), z>0, 


Fw(z) = [F(z)]° = 
0, SOs 


Fy(z) =1—[1—F()F = k 220, 


0, z< Ü, 
于 是 
P(W >4) =1—P(W < 4) =1—Fy(4) = 1— (1 — e°) ~ 0, 5167; 
P(V < 8) = Fy(8) = 1— (e) = 1—e ° =s 1, 
习题 3.4 
基础 题 


1. 设 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 律 为 


¥ 
= 1 2 
x 
= 0. 25 0.1 0.3 
一 2 0. 15 0. 15 0.05 


试 求 随机 变量 XHY 和 X 一 Y 的 分 布 律 。 
2. 设 随 机 变量 (X,Y) 的 分 布 律 为 


0.3 0.1 
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试 求 : (1)P(X=2|Y=1),P(Y=1|X=0); (2)V 一 max{X,Y)} 的 分 布 律 ; (3)U=min(X,Y) 
的 分 布 律 。 
3. 设 随 机 变量 X 和 Y 有 如 下 的 分 布 律 


x | 0 1 Y | = 0 1 


ЖЕЗЕ ЖЕБЕ 
H РОХ? =Ү?) =1., Ж. (1)(X,Y) 的 分 布 律 ; (222- XY 的 分 布 律 。 
4. 已 知 一 台电 子 设备 的 寿命 (单位 : hb)T 一 Exp(0. 001), 现 检查 了 100 台 这 样 的 设备 ， 
求 最 短 寿 命 小 于 10h 的 概率 。 
5. 设 电 子 仪 器 由 两 个 相互 独立 的 电子 装置 Li ,L 并 联 组 成 , 设 X 和 Y IRR Li Lo 
的 寿命 ,其 概率 密度 函数 分 别 为 


а6%, 220, Ве”, y>0, 
Ай = Í fr(y) = | 
0, 其 他 0, 其 他 ， 
其 中 a>0,8>0, H. a 去 B, 试 求 仪器 寿命 的 分 布 函 数 及 概率 密度 函数 。 


提高 题 
1. 设 随 机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 函数 为 


Lety è 50a 22:05 


0, 其 他 。 
(1) 判断 X 和 YY 是 否 相 互 独立 ? (2) kR Z= X+Y 的 概率 密度 函数 。 
2. 一 个 系统 由 两 个 部 件 和 一 个 转换 开关 组 成 ,部 件 的 使 用 寿命 均 服从 参数 为 的 指数 


分 布 ,转换 开关 正常 工作 或 失效 的 概率 都 是 去 ,系统 初始 先 由 部 件 工 工作 ,部件 开 备用 (备用 


期 间 不 失效 ) , 当 部 件 工 失效 时 , 若 转换 开关 失效 , 则 系统 失效 ; 车 转换 开关 没有 失效 ,部件 
下 接替 部 件 工 工作 ,直至 部 件 正 失效 ,系统 才 失效 。 假 设 各 部 件 及 转换 开关 是 否 失效 是 相互 
独立 的 , 求 该 系统 寿命 了 的 分 布 函数 下 (1)。 


Р(х,у) = | 


总 复习 题 3 


1. 将 两 封 信 随 机 地 投 往 编号 为 1,2,3,4 的 四 个 信箱 , 若 用 X,Y 分 别 表示 投入 第 1,2 
号 信箱 的 信件 数 , 试 写 出 (X,Y) 的 分 布 律 及 在 X=1 的 条 件 下 ,Y 的 条 件 分 布 律 。 
2. 设 随机 变量 X 与 Y 相互 独立 且 均 服从 区 间 [0,8] 上 的 均匀 分 布 , 求 PCOmin{X,Y)} 近 6) 。 


3. 已 知 X 的 分 布 律 为 PCX 2)=Р(Х 1)--РХ--1)--Р(Х--2) L,Y Хх, 


求 (X,Y) 的 分 布 律 。 
4. 设 随机 变量 X 与 Y 相互 独立 , 且 P(X=1)=P(Y=1)=p,P(X=0)=P(Y=0) 
1-р>0,% 


z N X+Y 为 偶数 ， 
0 


X 十 Y 为 奇数 ， 
E p 取 什 么 值 时 ,X 412 相互 独立 ? 
5. 设 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 函数 为 
krye t ， z>0,y> 0, 


0, 其 他 。 
Ж. ООЖ НИН; ОХ 1 的 条 件 下 ,Y 二 1 的 概率 РСУ>>1|Х>>1), 
6. 设 随 机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 函数 为 
ж-Бо» 10а 150 у 15 
0, 其 他 。 
求 在 X=z 的 条 件 下 ,Y 的 条 件 概率 密度 。 
7. 设 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 函数 为 
be%t?, 0 < x< 1,0 < y <+ °°, 


fixy) = | 
0, 其 他 。 


Ға. = | 


fa, y) = | 


(1) 试 确定 常数 Dp; 

(2) 求 边缘 概率 密度 函数 fxr). fy); 

G) 求 函 数 U 一 max{X,.Y} 的 分 布 函数 。 

8. 设 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 函数 为 
0<x<1,.0<y< x, 


其 他 。 
Ж. О22= ХТУ 的 概率 密度 函数 ; (2)Z 二 X 一 Y 的 概率 密度 函数 。 


9. 某 种 商品 一 周 的 需求 量 是 一 个 随机 变量 ,其 概率 密度 函数 为 
te", t>0, 


37， 
Р(х,у) = 
0. 


FQ е) 
0. 1<0, 


设 各 周 的 需要 量 是 相互 独立 的 。 求 : (1) 两 周 需 要 量 的 概率 密度 函数 ; (2) 三 周 需要 量 的 概 
率 密 度 函 数 。 


ТІН 


随机 变量 的 数字 特征 


前 面 我 们 讨论 了 随机 变量 的 分 布 函 数 ,看 到 随机 变量 的 分 布 函 数 能 
够 完整 地 描述 随机 变量 的 统计 规律 性 。 但 在 许多 实际 问题 中 , 求 随机 变 
量 的 分 布 函 数 是 很 困难 的 ,往往 也 并 不 需要 全 面 考查 随机 变量 的 变化 情 

而 只 需 知道 能 表征 其 特性 的 某 些 数字 特征 即 可 。 例 如 在 评定 某 地 区 
的 粮食 产量 水 平时 ,经 常 估算 一 下 该 地 区 的 粮食 平均 产量 ,用 粮食 平均 
产量 这 一 指标 衡量 该 地 区 的 粮食 产量 水 平 的 高 低 ; 在 评定 一 射手 的 射击 
水 平时 ,不 仅 要 考虑 该 射手 命中 环 数 的 平均 值 ,还 要 考虑 该 射手 的 命中 
点 是 比较 分 散 , 还 是 比较 集中 ; 在 评价 一 批 棉花 的 质量 时 , 既 要 考查 棉花 
纤维 的 平均 长 度 ,又 要 考查 纤维 长 度 与 平均 长 度 的 偏离 程度 ,平均 长 度 
长 ,偏离 程度 小 ,棉花 质量 就 好 ,等 等 。 

研究 上 述 问题 发 现 , 随 机 变量 的 平均 值 和 偏离 平均 值 的 程度 ,是 描 
述 随 机 变量 性 质 的 重要 指标 ,我 们 分 别称 之 为 随机 变量 的 数学 期 望 和 方 
差 。 本 章 将 分 别 讨论 随机 变量 的 这 些 数字 特征 : 数学 期 望 , 方 差 协 方 
差 ,相关 系数 等 。 


4.1 机 变量 的 数学 期 望 


4.1.1 离散 型 随机 变量 的 数学 期 望 


1. 离散 型 随机 变量 的 数学 期 望 
我 们 先 看 一 个 例子 : 一 射手 进行 射击 训练 ,已 知 在 100 次 射击 中 命 
中 的 环 数 与 次 数 记 录 如 下 : 


环 数 | 10 9 8 7 
频数 40 30 20 10 
频率 0.4 0.3 0.2 0.1 


则 该 射手 平均 射 中 的 环 数 为 
10 X 40 +9 X 30 +8 X 20 +7 X 10 
100 


= 10Х0.4--9 Х0.3--8 Х0.2--7 Х0.1 (4.2) 
一 9( 环 ) 


(4.1) 
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大 家 很 容易 理解 (4. 1) 式 用 的 是 加 权 求 平均 值 的 方法 。 在 (4. 2) 式 中 将 频率 替换 成 概 
率 , 则 其 所 求 平 均值 就 应 是 : 随机 变量 的 取 值 与 其 对 应 概率 乘积 的 和 。 于 是 有 如 下 数学 期 
望 的 概念 。 


定义 1 设 离散 型 随机 变量 X 的 分 布 律 为 PC(X 一 Zi) 一 加 (R 一 1,2,…)。 如 果 级 数 
makaa >: ОАР) ка) , 则 称 这 个 级 数 的 和 为 X 的 数学 期 望 (mathematical 
ao E(X), 8р 

E(X) = Уа. (4. 3) 


【 例 1] 甲乙 两 台 机 床 生产 同一 种 零件 ,在 一 天 内 生产 的 次 品 数 分 别 记 为 X,Y。 已 知 
X,Y 的 分 布 律 分 别 为 


x | 0 1 2 3 F | 0 1 2 3 
Р 


| 0.4 0.3 0.2 0.1 Р | 0.4 0.5 0.1 0 


如 果 两 台 机 床 的 产量 相等 , 问 哪 台 机 床 生产 的 零件 质量 较 好 ? 
м ”我 们 来 计算 X,Y 的 数学 期 望 ,得 
E(X) =0X0.4+1X0.3+2X0.2+3X0.1=1, 
ECY) =0X0.4+1X0.5+2X0.143X0=0.7, 
这 意味 着 ,如 果 两 台 机 床 的 产量 相等 , 甲 机 床 生产 的 平均 次 品 数 为 1 ,而 乙 机 床 的 为 0. 7, 很 
明显 乙 机 床 生产 的 零件 质量 较 好 。 
【 例 2】 从 数字 1,2,…。n 中 任 取 两 个 不 同 的 数字 , 求 这 两 个 数字 之 差 的 绝对 值 的 数学 
期 望 。 
т 以 X 表 示 任 取 的 两 个 数字 之 差 的 绝对 值 , 则 X 的 分 布 为 


P(X =k) 


Е-1.2.-“.п-1. 


所 以 


nl 
EX) TL E 
"T 
2 2 2 


2 a- DE- п+1 
п(п = 1) 6 8 


【 例 3] 设 随 机 变量 X 的 分 布 律 为 
(х= 2) 2. В = 1525: 


试 证 明 ECX) 不 存在 。 
十 co 十 co ке 
证 明 因为 2; | maPCGX = z) |= У) + RK аРХ- z.) 不 绝对 收敛 ,所 
以 根据 定义 1 可 知 ECX) 不 存在 。 
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则 


2. 几 种 常见 离散 型 随机 变量 的 数学 期 望 
(1) 0-1 分 布 
设 X 服 从 0-1 分 布 , 即 P(X=0)=1 一 p,P(X=1)=p, 则 
E(X) =0X(—p)+1X p= р. 
(2) 二 项 分 布 
设 X 服从 参数 为 Ap 的 二 项 分 布 , 即 X— BOn.,p) ,其 分 布 律 为 
РОХ = k) = Сір, 0<р<1.р--а-1.8-0,1,2,-%.п, 


7 = Se З . n! kara = S лр(п-- 1)! РИ 
ЕО = Ус = У g p = алла” 9 


Ры УСЕ 9-0-0 = пр (十 g) = пр. 
k=1 


(3) 泊 松 分 布 
设 X 服从 参数 为 的 泊 松 分 布 , 即 X 一 PCA) ,其 分 布 律 为 
k 
P(X = 0 = фе, 三 
Су, Аке 5) Me т. ЗЕН ЕТЕ 
ESZO 2% k! 5 aD м аъ А 6 4. 


4.1.2 连续 型 随机 变量 的 数学 期 望 


1. 连续 型 随机 变量 的 数学 期 望 
连续 型 随机 变量 数学 期 望 的 定义 和 含义 ,完全 类 似 于 离散 型 随机 变量 ,只 要 将 离散 型 随 


机 变量 期 望 ECX) = Улар, 中 的 xx МОЛ теру 改 为 概率 密度 函数 f Cr) ,再 将 求 和 改 为 求 
积分 即 可 。 


5, 


定义 2 设 连续 型 随机 变量 的 概率 密度 西数 为 了 (x+), 如 果 积 分 | afde 绝对 收 
"|Т алсдаа), ижа лкені» х 的 数学 期 望 或 均值 , 记 为 EOOD, % 


E(X) = [fa а.ө 
2. 几 种 常见 连续 型 随机 变量 的 数学 期 望 
а» 均匀 分 布 
设 随机 变量 久 服 从 [a,5] 上 的 均匀 分 布 , 即 XU a,b) ,其 概率 密度 函数 为 


к Ес х Є [a,b], 
ў = 


0, 其 他 , 
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从 而 


ЕХ) = ЕСЕП g 6 yaa = #0, 
即 均值 EOOH KH a БТА. 

(2) 指数 分 布 

设 随 机 变量 X 服从 参数 为 的 指数 分 布 , 则 X 的 概率 密度 函数 为 


ДЕР? <= Us 
f(x) = | 4>>0, 
0. 其 他 ， 


从 而 
со +00 ке 85 too 
Ecx)=| zf (a:ydx =Í zÀ e ™ dr | zd(— e) = z( eel | j e™dr 
一 co 0 0 0 


(3) 正 态 分 布 
设 连 续 型 随机 变量 X 服从 正 态 分 布 , 即 X 一 N(p,o) ,其 中 ma(a>0) 为 常数 。 
X 的 概率 密度 函数 为 


ба) 2 0 
N ETO 


于 是 


кө da 
E(X) = Г хў (zdr -| т 


-% 2лс 


їг TE Wa ot+p,dx=odt , A Mi 


2 1 F А -号 p [й +оо r _ 
E(X) =“ He таг да. Tdt = u (因为 | e dt = Мх). 

【 例 4] 设 某 型 号 电子 管 的 寿命 X 服从 指数 分 布 ,其 平均 寿命 为 1000h, 试 计算 
Р(10005<Х<<1200), 


а Шы ss Үй 
МШ ЕСО----10004 Toog X 的 概率 密度 函数 为 


l етіне, r>0, 


f(z) = ka 
0, 其 他 。 
1200 1200 í 1 
Р(1000 < X < 1200) = | flr)dr | ето" dz = е-е? ~ 0, 667, 
1000 1000 1000 


【 例 5】 若 连续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 为 了 (zx) 一 = 于 -5 


Ж X 服从 柯 西 分 布 , 试 判断 随机 变量 X 的 数学 期 望 E(X) 的 存在 性 。 


ео “ко 1 
解 i | lpas -Г ае rE 


С-еө<<<--өз); 


3 1 + _ 
Ai spp = ұна, ее, 
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即 | ef ade еса ЯРО ECX) 不 存在 。 


Ж 无 论 是 离散 型 还 是 连续 型 随机 变量 ,定义 中 绝对 收敛 条 件 不 可 去 , 即 并 非 所 有 的 随 
机 变量 都 有 数学 期 望 。 


习题 4.1 


基础 题 
1. 从 4 名 男生 和 2 名 女生 中 , 任 选 3 人 参加 演讲 比赛 。 设 随机 变量 X 表示 所 选 3 人 中 


的 女生 人 数 , 求 ECX) 。 
2、 设 随机 变量 X 取 非 负 整数 ,其 分 布 律 为 POX 一 嫩 一 和 ,已 知 ECX) 二 2, 求 常数 a Mb. 
3. 按 规定 , 某 客车 站 每 天 8:00—9:00,9:00—10:00 都 恰 有 一 辆 客车 到 站 ,但 到 站 的 时 
刻 是 随机 的 , 且 两 者 到 站 的 时 间 是 相互 独立 的 ,其 规律 为 


8:10 8:30 8:50 


i 9:10 9:30 9:50 


Р 0.2 0.4 0.4 


一 乘客 8:20 到 车 站 , 求 他 候车 时 间 的 数学 期 望 。 
4. 设 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 为 


14+х, —1< z< 0, 
ТО) =31—z, 0<=<x<1, 
0. 其 他 ， 
试 求 X 的 数学 期 望 。 
5. 设 连续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 为 
ы“. 0<z<1, 
fa) = | 其 中 ,a > 0, 
0. 其 他 ， 
又 已 知 E(X)==0.75, 求 ,a 的 值 。 


提高 题 
1. 某 人 的 一 串 钥匙 上 及 把 钥匙 ,其 中 只 有 一 把 能 打开 自己 的 家 门 , 他 随意 地 试用 这 
串 钥匙 中 的 某 一 把 去 开门 。 若 每 把 钥匙 试 开 一 次 后 除去 , 求 打 开门 时 试 开 次 数 的 数学 期 望 。 
2. 同时 掷 两 枚 般 子 ,出 现 的 最 大 点 数 为 一 个 随机 变量 。 求 这 个 随机 变量 的 期 望 。 
3. 连续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 为 
l -as a š 
f) — ， —° < z <+ e°, 
KEX). 
4. 假设 一 部 机 器 在 一 天 内 发 生 故 障 的 概率 为 0. 2, 发 生 故 障 则 全 天 停业 。 假 如 一 周 5 
个 工作 日 里 无 故障 ,可 获 利润 10 万 元 ,发 生 1 次 故障 仍 可 获 利润 5 万 元 ,发 生 2 次 故障 所 获 
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利润 为 0 万 元 ,发 生 3 次 或 3 次 以 上 故障 就 要 损失 2 万 元 , 求 一 周 内 的 期 望 利润 。 


4.2 随机 变量 函数 的 数学 期 望 与 数学 期 望 的 性 质 


421 随机 变量 函数 的 数学 期 望 


在 4.1 节 中 我 们 已 经 介绍 了 随机 变量 X 的 数学 期 望 的 求法 。 但 有 很 多 实际 问题 需要 
求 关 于 随机 变量 X 的 函数 g(X) 的 数学 期 望 (例如 g(X) 为 Xi,ex,2X 十 1 等 )。 由 前 面 所 
学 ,我 们 可 以 通过 X 的 分 布 求 出 g(CX) 的 分 布 ,再 由 数学 期 望 的 定义 求 ELg(X)], 但 这 种 方 
法 一 般 比 较 麻烦 ,我 们 更 愿意 推荐 下 面 的 定理 。 


定理 1 设 X 是 一 个 随机 变量 ,Y 一 5(CX)(g 为 连续 函数 ) 。 
(1) 设 离散 型 随机 变量 X 的 分 布 律 为 PCX 一 mr) 一 请 (R 一 1,2,…), 若 Dga) рь 绝 
k=1 
对 收敛 , 则 有 


Е(Ү) = E[g(X)J = Sa (4.5) 
k=1 
(2) 设 连 续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 为 f(z), 若 | осоо FG) da 绝对 收敛 , 则 有 


EY) = E[g(X)] = | Corea, (4.6) 


ПЕНН И. 

Ж 本 定理 告诉 我 们 ,在 求 函数 g(X) 的 数学 期 望 时 ,并 不 需要 求 出 gCX) 的 分 布 , 而 只 
需 把 随机 变量 数学 期 望 定义 中 的 取 值 т, (或 x) 换 成 相应 的 函数 值 Съ) (或 g(x)) 即 可 。 

上 述 定理 还 可 推广 到 二 维 及 二 维 以 上 随机 变量 函数 的 数学 期 望 的 情形 。 


定理 2 设 (X,Y) 是 一 个 二 维 随机 变量 ,Z 二 g(X,Y), 且 E(Z) 存 在 ,于 是 
(1) 若 二 维 离散 型 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 律 为 
Р(Х = N= у;) = ру, = ls 


则 2 的 数学 期 望 为 


E(Z) = E[g(X,Y)] = У) У) абу) pio (4.7) 
j=1 ігі 
(2) 若 二 维 连续 型 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 函数 为 f(z,y), 则 Z 的 数学 期 望 为 
B) = Hat] = 而 Гесу. а 


【 例 1] 设 离散 型 随机 变量 X 的 分 布 律 为 


x | = 0 2 3 


1 3. 21. 
b 8 4 8 4 
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ЕЕ. ЕСХ),ЕСХ?),ЕС2Х+1). 


1 1 3 101 
МШ ЕОО-« Deg e агт) 
(у? АРЕ" wwe gx Š "EPR SE: 
ВОСОК РИНЕ РВ ала, 
1 1 3 1 7 
一 一 Te 
【 例 2] 若 随机 变量 X 服从 [0,x] 上 的 均匀 分 布 , 试 求 : (1) ECsinX);， (2)E(X?)。 
解 ” 依 题 意 有 
4, x E [0,я], 
Ра) = {к 
о, 其 他 。 


ее к 
(1) E(sinX) = | sinzf (x)dx = Í Lae = 2, 
a от т 


Таа = =, 
【 例 3] 设 随 机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 函数 为 
блу, 0<<1,0<у<2(1- =), 
Jf(z,y) = | 


其 他 ， 


"ос 
(2) Е(Х?) = | хү (х)йх = Í 


x 
0 


试 计算 E(X) 和 EC(XY)。 
ma 


解 ECX) -| а 站 rearay = i Ц" вазу Јаз 


х 2 
12| (£? 一 2z3 zi)dzr š 
° 5 
“Ко P +o 1 p [2-2 
E(XY) = | Í zyf (zx,y)drdy = Í [| багуу ја= 
| о1Јо 


4 
18” 


1 
1f (2° — 32° + 3z* 一 25)dz 
0 


4.2.2 ”数学 期 望 的 性 质 


下 面 介 绍 数 学 期 望 的 几 个 性 质 , 假 定 涉及 的 随机 变量 的 数学 期 望都 存在 。 

(1) E(C)=C(C ЖЕ ЖО; 

(2) E(CX) 二 CE(X)(C 是 常数 ); 

(3) ECX+Y)=E(X)+ECY); 

(4) WR X 5 Y 相互 独立 , 则 ECXY) 一 ECX)ECY) 。 

证 明 这 里 仅 证 明 性 质 (4) ,其 他 留 给 读者 自己 证 明 。 

以 连续 型 随机 变量 为 例 进行 证 明 。 设 (X,Y) 是 连续 型 随机 变量 ,概率 密度 函数 为 
f(z,y), 则 由 XX 与 Y 的 独立 性 可 得 f(z,y) 二 fx(z)fy(y), 其 中 fx(z),fy(y) 分 别 为 X 与 
Y 的 边缘 概率 密度 函数 。 从 而 
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es ке 
-f zfxCodr | yfry(y)dy = ЕООЕСУ); 


Ж 人 性质 (3) 性质 (4) 可 推广 到 任意 有 限 个 随机 变量 的 情形 。 
【 例 4】 设 (X,Y) 的 分 布 律 如 下 : 


¥ 
0 1 
x 
0 0.2 
2 0.4 0.4 


Ж ЕСХ),ЕСҮ),Е(ЗХ +2Ү),ЕСХҮ). 


Ж RDR XY 的 边缘 分 布 律 分 别 为 


ЕОО -1Х0.2--2 Х0.8- 1.8, 
Е(У) -0х0.4--1 Х0.6 = 0.6, 
ЕОХ--2Ү) = ЗЕОО--2ЕСУ) = 3X1.8+2X0.6 = 6.6, 
E(XY) =1X0X0+1X1X0.2+2X0X0.4+2X1X0.4=1, 
Ж ЖЕЙ ECXY) 不 能 用 性 质 (4) 计 算 , 因 为 X,Y 不 相互 独立 。 
【 例 5) 设 随 机 变量 X 与 Y 相互 独立 , 且 X 一 N(2,4),Y 一 Exp(5), 求 已 C2X 一 3Y 十 2) 


Ж ЕС-2ХҮ), 


解 AX X— N(2.4),Y—Exp(5) ,所 以 ЕОО-2,Е(Ү)----о0. 2, 从 而 


E(2X—3Y+2) = 2E(X) — ЗЕ(Ү) +2 = 5.4, 
X X 5 Y 相互 独立 ,所 以 EC—2XY)=—2E(X)E(Y)=—0.8, 
【 例 6] 一 民航 送 客车 载 有 20 位 旅客 自 机 场 开 出 ,旅客 有 10 个 车 站 可 以 下 车 。 设 每 


位 旅客 在 各 个 车 站 下 车 是 等 可 能 的 , 且 各 旅客 是 否 下 车 相互 独立 。 如 到 达 一 个 车 站 没有 旅 
客 下 车 就 不 停车 ,以 X 表示 停车 的 次 数 , 求 ECX) 。 


м 引入 随机 变量 
0, 在 第 i 站 没 人 下 车 ， 
= i = 1,2,---,10 
l. 在 第 i 站 有 人 下 车 ， 


DA X 王 Xi 十 Xz 十 … 十 Xio。 现 在 来 求 E(X)。 


按 题 意 ,任意 旅客 在 第 i 站 不 下 车 的 概率 为 部 ,因此 20 位 旅客 都 不 在 第 i 站 下 车 的 概 


a(g] ,在 第 i 站 有 人 下 车 的 概率 为 1 一 [车 】 ,也 就 是 
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9 20 
Р(Х; = 0) = (5) ， Р(Х, = 1) = 1 ( 


9 
10 


20 
) s i= 1,2,,10, 


и 
10 
E(X)= E(X; + X; + + Xi) = ЕСХІ)--ЕСХ,)--?---ЕСХ»Ы) 


=1o[1- ($) ]= 8. 78400). 


20 
所 以 кхо-1-( ) (i 二 1,2,…,10)。 于 是 


10 
Ж ”本题 所 用 的 方法 称 为 随机 变量 分 解法 ,即将 X 分 解 成 数 个 随机 变量 之 和 ,然后 利 
用 随机 变量 和 的 数学 期 望 等 于 随机 变量 数学 期 望 之 和 来 求 数学 期 望 。 这 种 处 理 方法 具有 一 
定 的 普遍 意义 。 


习题 4.2 


基础 题 
1. 已 知 离散 型 随机 变量 X 服从 参数 为 2 的 泊 松 分 布 , 设 Z 一 3X 一 2, 求 E(Z) 。 
2. 设 随机 变量 X 的 分 布 律 为 


| -2 0 2 


P | 0.4 0.3 0.3 


Ж. Е(Х),Е(Х?),Е(3Х?+5). 
3. 设 随 机 变量 X 的 概率 密度 函数 为 
ез, х>0, 


(а) = 
0. т 55 0, 


试 求 下 列 函数 的 数学 期 望 : (1D)Y 一 2X; (2)Y 一 e 2。 

4. 某 车 间 对 生产 的 球体 进行 测试 ,其 直径 在 区 间 [a,5] 上 服从 均匀 分 布 ,计算 球体 积 的 
数学 期 望 。 

5. 设 (X,Y) 的 分 布 律 如 下 : 


0 0.1 0.2 a 
1 0.1 b 0.2 


已 知 E(X +Y) =2, 4,6 a.b 的 值 。 
6. 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 函数 为 
Ж. 1⁄&x= уже, 
re = |38 аны Y 
о, 其 他 。 
HR ЕСХҮ?),ЕСХ).ЕС(Ү). 
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提高 题 
1. 设 随 机 变量 X 的 分 布 函数 为 
0, Esh 
0.2 — 1 r< 0; 
F(z) = 
0.8, 0<<x<1, 
1. # = 1, 


试 求 : E(X),E(2X+5),E(X°), 
2. 设 随机 变量 X 的 概率 分 布 为 P(X 一 个 一 三 (k 二 0,1,2,…), 求 ECX?)。 
3. 设 随 机 变量 X 的 概率 密度 函数 为 
275182, e 


0, 其 他 。 
对 X 进行 独立 重复 的 观测 ,直到 第 2 个 大 于 3 的 观测 值 出 现时 停止 , 记 Y 为 观测 次 数 。 求 : 
(DY 的 概率 分 布 ; (2)E(Y)。 
4. 连续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 为 


f(x) = 


J Ca) = 


ET 


3K E(min(| X| ,1)). 

5. 设 国际 市 场 每 年 对 我 国 某 种 出 口 商 品 的 需求 量 X(t) 服 从 [2000,4000] 上 的 均匀 分 
布 。 若 销售 这 种 商品 1t, 可 挣 得 外 汇 3 万 元 ,车 积压 1t, 则 亏损 1 万 元 。 问 应 组 织 多 少 货源 ， 
才能 使 国家 的 收益 最 大 ? 


43 方差 


4.3.1 方差 的 定义 


前 面 我 们 学 习 了 随机 变量 的 数学 期 望 ,知道 随机 变量 的 数学 期 望 是 描述 随机 变量 取 值 
的 平均 情况 的 , 它 是 随机 变量 的 重要 数字 特征 。 但 在 许多 实际 问题 中 ,只 知道 随机 变量 的 数 
学 期 望 是 不 够 的 。 例 如 ,甲乙 两 人 进行 打靶 比赛 ,所 得 分 数 分 别 记 为 X,Y, 它们 的 分 布 律 
分 别 为 


那么 甲乙 两 人 谁 的 成 绩 更 好 呢 ? 单 从 两 人 所 得 分 数 的 平均 值 是 无 法 评定 成 绩 好 坏 的 ,因为 
E(X) 二 E(Y) 二 0.8。 但 从 数据 来 看 感觉 甲 的 成 绩 要 好 些 , 因 为 乙 脱 靶 的 概率 很 大 , 即 偏离 
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平均 值 的 概率 很 大 。 

为 了 衡量 一 个 随机 变量 偏离 平均 值 的 程度 ,当然 要 考虑 随机 变量 与 其 数学 期 望 差 的 均 
值 , 即 ELX 一 E(X)], 但 是 我 们 还 不 能 直接 用 它 来 表示 随机 变量 偏离 平均 值 的 程度 ,原因 在 
于 计算 EL[X 一 EC(X)] 的 过 程 中 “ 正 、 负 ”可 能 抵消 ,从 而 不 能 真实 反映 随机 变量 偏离 平均 值 
的 程度 。 为 了 避免 这 个 问题 ,自然 想到 用 |X 一 E(X) | 的 平均 值 E(|X 一 E(X)|) 来 表示 , 然 
而 由 于 绝对 值 的 运算 很 麻烦 ,为 消除 绝对 值 对 运算 带 来 的 不 便 , 所 以 一 般 采 用 [LX 一 ECX)] 
的 均值 来 表示 X 的 离散 程度 。 为 此 我 们 引入 随机 变量 的 另 一 个 重要 数字 特征 一 一 方差 。 

定义 1 设 X 是 一 个 随机 变量 , 若 ELX- EWN PAE. MHA X 的 方差 (deviation)， 
记 为 DCX) , 即 

D(X) = Е{[Х – E(X) P}. (4. 9) 
称 其 算术 平方 根 /D(OX) 2 X RAŽ (standard deviation) 或 均 方 差 。 
根据 随机 变量 函数 数学 期 望 的 求法 和 方差 的 定义 ,有 : 
(1) 设 离散 型 随机 变量 X 的 分 布 律 为 P(X=z) 二 pr(k 二 1,2,…), 则 


D(X) = > Га = EXS F pis (4. 10) 
(2) 设 连 续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 为 f(z), 则 
D(X) = ë [2 = ЕХЭ Т yG) dz, (4.11) 
由 方差 的 定义 和 数学 期 望 的 性 质 , 易 推导 出 计算 方差 的 一 个 简化 公式 
D(X) = E(X’) — LE(X) °, (4.12) 


ШИН ПОО-Е(ГХ-ЕООТ)-Е(Х?-2ХЕОО-КПЕООР) 
=E(X:)—2E[XE(X)]+[E(X)J° 
=E(X:)—2E(X) • ECX) +[E(X)]° 
=E(X’)—[E(X)J。 

【 例 1】 设 随 机 变量 X 的 概率 密度 函数 为 

12x? +ax +b, 0<1<1. 

Üs 其 他 ， 

并 已 知 ЕСХ) =0. 5, а,Ь 及 D(X)。 


f(x) = | 


解 由 ШЕСІ 二 1 和 E(X) = ЕСІГІ 得 


1 
1 ë= 
Газ +а рае = 1, 4---:4 58-1, К а =— 12, 
Вр 解 得 
ý 2 = 1 b b=3 
z(12z° +ах + b)dxz = 0.5, Itze tyg = 0.5, 
0 


十 co a 
xea» = [ = fda = | 1242 — 122+ 3)dz = 0.4, 所 以 
Ж $ 


D(X) = E(X°) —[E(X)] = 0.4 — 0. 5° = 0.15, 
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4.3.2 常用 分 布 的 方差 


1. 0-1 分 布 
设 X 服 从 0-1 分布 ,由 4.1 节 知 EX =p. XAH 
E(X) = Xp+0 X (1— р) = р, 


所 以 DO( X) =E(X°2)—[E(X)] =>p—p'=p(1—)p), 


二 项 分 布 
设 X 服从 参数 为 2 Mp 的 二 项 分 布 , 即 Х--В(п.р). H 4.1 631 ECX)=np, Р 
E(X2) = п(п —1)p° +np + 
D(X) E(X?) —[E(X) F nn— 1) р? + np — r p 
3. 泊 松 分 布 
设 X 服从 参数 为 泊 松 分 布 , 即 X~ PO) ,其 分 布 律 为 
k= 0,1,2,--- A > 0, 


nb (1 — р). 


ж a, 
P(X = k) = р, 
由 4.1 节 知 ЕХ) =А. X 


тела ға a 
E(X?) Уе е я 


e л У) Фр Ll 
k=1 — 1)! 


ЕЭ u- =+ a Dr "селе te] = +A, 


k=1 


АБА А 一人。 


所 以 D( X) =E(X°) “tša 


4. 均匀 分 布 
设 随机 变量 X 服从 [a,5] 上 的 均匀 分 布 , 即 X—UCa,b) ,其 概率 密度 函数 为 
1 
. £ € [ab] 


Ғаз- m 
0, 其 他 。 


4。 又 因为 


H 4.1 Я ЕСО-4 
? -а Же 2 
ах 34 +ар +62), 


> Fi = i 2 -| 2 = 
E(X?) -=| x fdr = | x° са 
Е ji a 


Fv py I 2 
从 而 D(X)=E(X?*) ГЕСХО = (a +ab+b°) Í 2 12 
5. 指数 分 布 
设 随机 变量 X 服从 参数 为 * 的 指数 分 布 , 即 X 一 Exp(A) ,其 概率 密度 函数 为 
Were, «2-0, 
f(x) = | 4>>0, 
Ü, х<0, 


由 4.1 节 知 BCX) 一 二 。 又 因为 
2 


а |Р ым А 2 i | + g ie 5 
E(X’) x’ f(x)dx х «є "ds әге ; + 2ze dz 2” 
ә ° ° 
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所 以 DOO 一 ECX2) 一 LECO 了 一 志 。 


6. 正 态 分 布 
设 连 续 型 随机 变量 X 服从 正 态 分 布 , 即 X— Мо) ,其 中 mo(a>0) 为 常数 。 
密度 函数 为 


1 a 


е sf у — 
V2ra 


由 4.1 节 知 E(X) 二 jp。 又 根据 方差 的 定义 
D(X) = Г be— E(X E (әзіз = Г te— p’ g 4, 


fa) = 


x 


设 上 2. + at 十 wdz 一 cdt, 从 而 


2 Ho g z А 
D(X)= — il te 和 dt 一 -一 (一 ie 
T "~ | 


а? 
= —(0+ т) = 2, 
V2n 7 


т 


其 概率 


为 了 便于 读者 集中 记忆 几 种 重要 分 布 的 期 望 和 方差 , 现 将 上 面 的 计算 结果 列 成 表 4-1。 


表 4-1 
分 ж 分 布 律 或 概率 密度 函数 期 шн т % 
P(X=k)=p'(1—p)! 
0-1 (1—p) 
ДД k=0,1,0<p<1 á á 
P(X=k)=Ctp: (1—p)"* 
= X~B(n, p) а-ы 
сда к %-0,1,2,4-,п,.0<р<1 ыы абса 
рох=Ю=А еі 
泊 松 分 布 X— PQ) k! 4 А 
А20,6=0,1,2,-- 
1 
яанаа) € +b. = 2 
均匀 分 布 X~UCa,b) ro- 人 sc basa e 0а) 
0, 其 他 
дек, >G 1 1 
ЖЖ ЯН Х--Ехр(2) f(z)= Q>0) > 3 
0. 5-0 
L ЖЕУ 2 
ўба) = е p (0220) 
ESA ХМ) Уто * ё РА 
—оо<=:< +оо 


4.3.3 方差 的 性 质 


下 面 介绍 方差 的 几 个 性 质 ,假定 涉及 的 随机 变量 的 方差 都 存在 。 
(1) D(C)=0 (C 是 常数 ) ; 
(2) D(X+C)=D(X) (C 是 常数 ); 
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(3) D(CX)=C°D(X) (C 是 常数 ); 
(4) 如 果 X 与 Y 相互 独立 , 则 
D(X +Y) = D(X) + DY); (4.13) 
(5) D(X)=0 的 充分 必要 条 件 是 X 以 概率 1 取 常 数 C, 即 
РО = ©) =, 

证 明 由 方差 的 定义 容易 证 得 性 质 (1)(2)(3) ,现在 只 证 明 性 质 (4) 。 
# X 与 了 相互 独立 , 则 ECXY)=E(X)ECY) ,从 而 
D(X +Y)= EL(CX 十 Y)3] 一 [ECX 十 Y) 了 

= E(X? +2XY + Y2) — [E(X) + E(Y)]° 

= E(X?) + 2E(XY) + E(Y2) 一 [LE(CX)]: — 2E(X)E(Y) 一 [ECY) 了 

= D(X) + D(Y), 

同 理 可 证 D(X 一 Y)=D(X) 十 D(Y)。 
性 质 (4) 可 以 推广 到 多 个 相互 独立 的 随机 变量 的 情形 。 
因 性 质 (5) 要 用 到 一 些 复杂 的 数学 知识 , 略 去 证 明 过 程 。 
121 已 知 X 与 Y 相互 独立 ,D(X) 二 4,D(Y)==2, 求 D(3X 一 2Y 十 5)。 
解 ” 由 方差 性 质 可 得 
D(3X—2Y+5) = 3D(X)+2D(Y) = 3 X 4 +22 X 2 = 44, 


习题 4.3 


基础 题 
1. 学 校 文 娱 队 共 有 6 人 ,其 中 每 位 队员 唱歌 .跳舞 至 少 会 一 项 ,已 知 会 唱歌 的 有 4 人 ， 
会 跳舞 的 有 5 人, 现 从 中 选 2 人 , 设 X 为 选 出 人 中 既 会 唱歌 又 会 跳舞 的 人 数 , 求 E(X) ,D(X)。 
2. 设 义 服从 二 项 分 布 B(n,p), 若 已 知 E(X)= 二 12,D(X)==8, 求 n 和 pp。 
3. 设 随机 变量 X 服从 参数 为 1 的 泊 松 分 布 , 求 P(X 二 ECX?))。 
4. 设 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 为 
à 


T <as<2 
f(x)= (7 
е 其 他 ， 
KEWA DX). 
5. 设 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 为 
ах. 0<х=<2, 
ко =, 2 和 过 zz 委 4， 
0. 其 他 ， 


并 已 知 PGL<X<3) 一 他, 求 系数 ab,ECX) 和 DCX)。 
6. 设 随机 变量 X M Y 相互 独立 , 且 X 一 NG1,2),Y 一 NC2.3), 求 ЕХ ЗҮ) DCX 一 3Y)。 
提高 题 
1. 设 随机 变量 X 的 概率 分 布 为 PCX 一 一 2) L, P(X 1)=a,P(X=3)=b, Ж 
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Е(Х) =0,6 D(X). 

2. 投掷 10 rit ВЕ birit F Н 1—6 点 都 是 等 可 能 的 , 求 10 ЖӨНІН а RA 
数学 期 望 和 方差 。 

3. 设 f(z)==E(X 一 +)*,zER ,证 明 : 当 z= 一 E(X) 时 ,f(z) 达 到 最 小 值 。 

4. 设 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 为 


0. х<0, 
1 
ка = 19° 95:<1 
zr ж 22-1. 
求 随机 变量 
1 
0, Х<- 
Үз 11, 1<х<2. 
9», Х>? 
的 方差 。 


4.4” 协 方差 .相关 系数 与 矩 


对 于 二 维 随机 变量 (X,Y) ,我 们 除了 要 讨论 X 与 Y 的 数学 期 望 及 方差 外 ,还 需要 研究 
描述 两 个 变量 X 与 之 间 的 相互 关系 的 数字 特征 : 协 方差 及 相关 系数 。 


4.4.1 协 方差 与 相关 系数 


1. 协 方 差 与 相关 系数 的 定义 

定义 1 设 X,Y 是 两 个 随机 变量 ,如 果 天 (X),E(GY),E{(LCX 一 ECX)]LY 一 ECY)])} 都 存 
ЖШЖЕПГХ-ЕООТУ-ЕСУ21)% X БҮ 的 协 方差 (covariance), 记 为 Cov(X,Y), 即 

Cov( X.Y) = E{[X — E(X) ][Y — ЕС) ]). (4.14) 

= Bore y X 5 Y 的 相关 系数 (correlation 
VDX) 。VDC7) 
Cov(X.Y) 
„ООО - ура” 

Ж 协 方差 在 一 定 程度 上 揭示 了 两 个 随机 变量 间 的 相互 关系 ,但 其 变化 将 受到 随机 变 
量 本 身 度量 单位 的 影响 。 而 相关 系数 是 不 受 所 用 的 度量 单位 的 影响 ,描述 两 个 随机 变量 相 
互 关 系 的 量 。 

由 协 方差 的 定义 和 数学 期 望 的 性 质 , 易 推导 出 计算 协 方差 的 一 个 非常 重要 的 简化 公式 。 

Cov(X,Y)= E([X — E(X)JLY — ЕСУ) 1} 
E[XY — XE(Y) — YE (X) + E(X)ECY)] 
= ЕСХУ)- ЕООЕКСУ)- E(Y)ECX) + E(X)EC(CY) 


# D(X)— 0, р(Ү) 20, MJ Жж 


coefficient) , 记 为 pyy +PP руу = 
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= E(XY) — E(X)E(Y), 
即 


Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y). (4.15) 
ШЕ X 与 Y 相互 独立 , 则 ECXY)=EC(X)ECY), A Соу(Х.Ү) =0; 但 反 过 来 不 一 定 成 
立 , 即 如 果 协 方差 为 0,X 与 Y 不 一 定 相互 独立 。 

【 例 Т 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 律 为 


求 Cov(X,Y) 和 py。 
м (X,Y) 关 于 久 与 Y 的 边缘 分 布 律 分 别 为 


¥ | --2 =} 1 2 
1 š š 1 
P | 8 8 8 8 
则 有 ЕСО LEY) 0,E(XY)=0, +E 
Cov( X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = 0, 10.000] 


Р УРО + (DOD. 
2. 协 方差 的 性 质 
根据 协 方差 定义 ,可 得 协 方差 的 如 下 性 质 : 
(1) Cov(X,X)=D(X); 
(2) Cov(X,Y)=Cov(Y,X); 
(3) Cov(aX.bY)=abCov(X.Y) (a,b 为 常数 ); 
(4) Cov(X,C)=0(C 为 任 常 数 ); 
(5) Cov(X,Y, +Y,)=Cov(X,Y,)+Cov(X,Y,), 
证 明 此 处 仅 对 性 质 (3) 进 行 证 明 ,其 余 请 读者 思考 。 
Cov(aX ,bY)= Е(аХ • БҮ) — E(aX)E(bY) 
= abE (XY) —abE(X)ECY) = а[ЕСХҮ) — E(X)E(Y)] = abCov( X,Y). 
由 协 方差 定义 与 方差 性 质 可 以 得 到 计算 两 个 随机 变量 和 的 方差 的 一 个 重要 公式 。 
D(X +Y)= E([(X+Y)—E(X+Y)J*) = E{[(X— Е(Х)) + (Y —E(Y)) F} 
= E{[X — E(X)]2) + EI[Y — E(Y)J2) + 2E([X — E(X)]LY — ЕСУІ) 
= D(X) + D(Y) +2Cov(X,Y), 


即 
D(X +Y) = D(X) + D(Y) + 2Cov( X,Y). (4.16) 
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同 理 可 证 
D(X —Y) = D(X) + D(Y) — 2Cov( X.Y). (4.17) 
[@J 2] 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 在 以 点 (0,1),(1,0),(1,1) 为 顶点 的 三 角形 区 域 D 上 
服从 均匀 分 布 , 求 CovCX,Y) ,omw 及 DCXTY)。 
Ж (X,Y) 的 概率 密度 函数 为 
2, СЕР, 


0. 其 他 。 
+o f+ 1 1 1 

E(X) =Í | zf æ, y)dedy = | dz| 2zdy = 2 | dz = А 
ka pe 0 кк 9 


Р(х,у) = | 


wy 


оо [+оо 1 1 1 
ЕСХ?) -| | zf.ydrdy = ае | 24у = 2 [а= 1, 
ИН ША ° -z ° 


D(X) = EX) —[E(X)J = 1 (3 ) 1 
27(3) = 18° 
由 对 称 性 可 得 
ей š 1 
ECX) = E(Y) = 2, рО = р =} 


, 


“е 


(“ке 1 1 5 
E(XY) = | | zyf (m=,y)drdy = | а [ 2туду = — 
-00 一 co 0 "e 


12” 
-F -EQWOEY) = 5—2 x2 =— 1 
Cov(X,Y) = ЕСХҮ) — EODE(Y) = т — $ X $ С 
Р Cov(X.Y) —1⁄36 1 
Ж» DX) .VDC7) 1/18 х /1/18 2 
_ s Hpi 1) 1 
D(X +Y) = D(X) + D(Y) +2Cov(X,Y) Ist 18 + 2 x [ abr. 
3. 相关 系数 的 性 质 
(1) 1р,15<1; 


(2) Го 1 的 充分 必要 条 件 是 存在 常数 ab f PCY 一 上 X 十 0 一 1。 
证 明 (1) 对 任意 实数 人 ,DGOAX 二 Y)=i2DCX) 十 2CovCX,Y) 十 DC(Y) 三 0。 
由 于 一 元 二 次 不 等 式 恒 大 于 等 于 0, 所 以 其 判别 式 小 于 或 等 于 0, 即 

4Cov (Х.У) — 4D(X)D(Y) < 0, 


Cos? (Х,У) 
сууруу МЫ Іоу 1<1. 


(2) 充分 性 j Ү=аХ -6(а50.а.ь 为 常数 ) , 则 
Cov( X,Y) = E([X — E(X)][Y — ЕСҮ)]) 
= E([X — E(X) ][aX +b —aE(X) —b]) 
= а{Е[Х — ECX T} = ар(Х», 
D(Y) = D(aX +b) = e D(X), 
所 以 


Соү(Х,Ү) арх) ls аә 
ж СХ) ура» 141000) | 1, 4-20, 
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必要 性 车 pwy 一 1,; 则 СоХ.Ү)-УрОО, ура? E рх) >0,роу) >20, FÆ 
D[ /D(X) Y — /D(Y) x] 
= D(X)D(Y) + DGY)D(X) 一 2 VDX) /D(Y)Cov(X,Y) 
= 2D(X)D(Y) — 2D(X)D(Y) = o, 
根据 4. 3 节 方 差 的 性 质 (5) ,可 以 认为 /D(X)Y— /D(Y)X 为 一 常数 ,而 常数 的 数学 期 望 
为 常数 。 所 以 有 


D(X)Y — /D(Y) X= EL VD(X)Y — /D(Y) X] 
= /D(X)E(Y)— /D(Y)E(X), 


即 
ура» š АСР с 
Ў X+EY) E(X). 
VDK) VDX) 
DD МОО i 
令 a= >0,b=E(Y) E(X). WA 
“Dy JD 
Y =aX +b. 
同 理 可 证 , 当 pw 一 一 1 时 ,存在 a<0 与 实数 0, 使 
Y =aX +b. 


由 性 质 (1)(2) 可 以 看 出 ,相关 系数 p,, 是 随机 变量 X 与 Y 之 间 线性 关系 的 一 种 度量 , 当 
lo |=1 时 ,表明 义 与 Y 之 间 以 概率 1 存在 线性 关系 , 即 Y 二 aX 十 6; 当 pyy 一 0 时 ,XX 与 Y 
之 间 不 存在 线性 关系 。 当 0 二 1py <1 时 ,意味 着 X 与 Y 之 间 具有 一 定 的 线性 关系 ,而 且 
Ір, | 越 接近 于 1,X 与 Y 的 线性 近似 程度 就 越 高 。 反 之 ,|posv| 越 接近 于 0,X 与 Y 的 线性 近 
似 程度 就 越 低 。 

定义 2 如 果 随 机 变量 与 了 的 相关 系数 py 一 0, 则 称 义 与 Y 不 相关 。 

当 X.Y 相互 独立 时 ,X 与 了 不 相关 ; 但 反 过 来 不 一 定 成 立 。 

【 例 3】 判断 本 节 例 1 中 ,随机 变量 X 与 Y 的 相关 性 与 独立 性 ,并 说 明理 由 。 

Ж 由 本 节 例 1 知 py 二 0, 所 以 X 与 Y 不 相关 。 又 因为 

PIS =y = y == Ë s = WW = 2/92, 

所 以 XX 与 Y 不 相互 独立 。 

【 例 4】 设 (X,Y) 服 从 二 维 正 态 分 布 , 即 (X,Y)~N Ga зой ;p03 30) R Pyy o 

м 由 3.3 节 例 4 知 


X ~ № si) + Y ~ (ms), 
Ж E(X) =m РОХ) =0 ЕСУ) =, р(Х) =05. 而 


+o (е 
Conx. y= | | a-m- mfy dedy 


1 fe = ( å tn”? = тир) твр)? ] dzd 
二 一 一 一 一 一 一 (<-мӘ(у-шде за | 24 a F- y 
Bir YL eaea ! i 
1 ша е? Í а — 1 Ca mmn үг 
Zr үс. Г (=х— ш)е м4 вт, in. (> 一 ma)e mA a fa l dy, 
%:=—1 (са Жа. Е z Jf 
1— \ o бі a 
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+o f+ 2 2 
Conx. n= z [ | (0102 МЛ = рш + po )е 7? dtdu 


-Se еа) [ева ваа) 


ете V2r。V2r = роо, 
T 


Govi X Yd _ 
тосу” 

可 见 二 维 正 态 随 机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 函数 中 的 参数 p 就 是 X 与 Y 的 相关 系数 , 因 
此 ,二 维 正 态 随机 变量 的 分 布 完 全 可 由 每 个 变量 的 数学 期 望 mm ,ps ,方差 ol os 及 相关 系数 
Pp 确定 。 

由 3.3 节 例 7 知 ,对 二 维 正 态 随机 变量 (X,Y) 来 说 ,X 与 YY 相互 独立 的 充 要 条 件 是 
0 一 0, 现 在 又 知 py 二 p, 故 对 二 维 正 态 随 机 变量 (X,Y) 来 说 ,X 与 Y 不 相关 和 X 5 Y 相互 独 
立 是 等 价 的 。 


РЖ p. = 


54.42 ESHA 2 3E B£ 


定义 3 设 X,Y 均 为 随机 变量 , 若 ECX:) (R 一 1,2,…) 存 在 , 称 为 X 65 h RAAL, 
称 人 阶 矩 。 若 正 {[X 一 巨 (X)]}(R 一 2,3,…) 存 在 , 称 为 X 的 & 阶 中 心 矩 。 若 已 CX4Y) 
(k, 7 一 1,2,…) 存 在 , 称 为 X 与 了 的 & 十 / 阶 混合 原点 矩 。 若 
E([X—E¿(X)] [Y — ЕСУ (k,l = 1,2.,-9 
存在 , 称 为 X 与 Y 的 & 十 ! 阶 混合 中 心 矩 。 
显然 ,X 的 数学 期 望 已 CX) 是 X 的 一 阶 原点 矩 ,方差 D(X) 是 XX 的 二 阶 中 心 矩 , 协 方差 
Cov(CX,Y) 是 X 与 Y 的 二 阶 混合 中 心 矩 。 
定义 4 对 于 二 维 随机 变量 (X,Y) ,二 阶 中 心 拭 共有 4 个, 分别 记 为 
а-Е(ГХ-ЕООТ). Са-ЕТУҮ-ЕСОО?Р), 
Cu = E{[X — E(X) JLY — E(Y)]) = Cov(X,Y), 
C, = E([Y — ЕСҮ)Ј]ІХ — E(X)]) = Cov(Y , X). 


Cu С» 
Ca С, 
类 似 地 ,可 建立 多 维 随机 变量 协 方差 矩阵 的 概念 。 
定义 5 对 nn МАЯ СХ,.Х,.-.Х,0.32 

C; = E([X, — ECX)JLX; — E(X,)]) = Cov(X,,X,), isj = 1,2,° ,ns 


Јова. 


ЖЕНЕ 
Са Gp “ Os 
Ca Са … С, 
С=О а қ 
Са Са = С; 


为 (Xi ,Xs，…X。) 的 协 方差 矩阵 。 
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Реза Y n 维 随机 变量 的 全 部 方差 及 协 方差 ,因此 在 研究 n 维 随机 变量 的 统 
计 规 律 时 , 协 方差 矩阵 就 显得 非常 重要 。 


习题 4.4 


基础 题 
1. 设 随机 变量 XY 的 期 望 和 方差 都 存在 , 且 D(X 一 Y) 二 D(X) 十 D(Y), 则 下 列 说 法 
不 正确 的 是 ( За 
A. D(X+Y)=D(X)+D(Y) B. E(XY)=E(X)E(Y) 
C. X 与 了 不 相关 D. X 与 了 独立 
2. 设 (X,Y) 的 分 布 律 如 下 : 


Y 
1 2 
x 
0 1/3 
2 1/3 1/3 


Ж Соу(Х,Ү),руу 

3. 设 两 个 随机 变量 X 和 YY 的 方差 分 别 为 25 和 16, 相 关系 数 为 0.4, 求 D(2X 十 Y) 和 
р(Х-2У). 

4. 设 X,Y 是 两 个 随机 变量 ,已 知 ЕСХО-2,ЕСХ?)-20.ЕСҮ)-3.ЕСҮ?)-34,р,, 
0.5,Ж. ECG3X+2Y),E(X—Y),D(3X+2Y),D(X—Y), 

5. 设 (X,Y) 的 概率 密度 函数 为 


Р š et, £ > 0,y > 0, 
х,у) = 
0, 其 他 。 


Ж. (1)DCX); (2)Cov(X,Y); Oop; (4) 讨 论 随机 变量 X 与 Y 的 相关 性 。 
6. 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 函数 为 
x+y», 0Kr<10<y<1, 


Jf(z.y) =) 
0, 其 他 。 
试 求 D(X),D(Y),Cov(X,Y) om。 
提高 题 
1. 设 随机 变量 X 一 N(0,1),Y~N(1,4), 且 相关 系数 py 一 1, 则 ( ә. 
A. P(Y=—2X—1)=1 B. Р(Ү=2Х—1)=1 
C. PCY 一 一 2X 十 1) 一 1 D. P(Y=2X+1)=1 


2. 随机 变量 Х.У 的 分 布 律 如 下 : 


x | 0 1 к | 0 1 
1 3 1 š 
p | T + p | т T 
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H Cov(X,Y) 一 言 , 求 (X,Y) 的 分 布 律 。 
3. 设 随机 变量 X 和 YY 的 联合 概率 分 布 为 


Y 
0 1 2 
X 
L 1 
6 4 е 4 
1 
1 0 3 0 
1 1 
2 12 0 12 


Ж. (1)P(X 一 27Y)5 (2)Cov(X—Y,Y), 
4. = (аХ+ЗҮ)?,ЕСХ) = ЕСУ) =0,р0Х) =4,р(Ү) = 16,ру = —0. 5,0 Жа. 
使 ECW ) 为 最 小 ,并 求 ECW) 的 最 小 值 。 


5， 随 机 试验 有 三 种 两 两 互 不 相 容 的 结果 A1,A，As 且 三 种 结果 发 生 的 概率 均 为 二。 


将 试验 EE 独立 重复 做 两 次 ,X 表示 两 次 试验 中 结果 A 发 生 的 次 数 ,Y 表示 两 次 试验 中 结果 
A, 发 生 的 次 数 , 求 X 与 Y 的 相关 系数 。 


总 复习 题 4 


1. 设 X 表 示 10 次 独立 重复 射击 中 命中 目标 的 次 数 ,每 次 射 中 目标 的 概率 为 0. 4, 求 
ЕСХ?), 

2. 某 同 学 参加 科普 知识 竞赛 ,需要 回答 三 个 问题 ,竞赛 规则 规定 : 每 题 回答 正确 得 100 
分 ,回答 不 正确 扣 100 分 ,假设 这 名 同学 回答 每 题 正确 的 概率 为 二 , 且 各 题 回 答 正确 与 否 相 


互 间 没 有 影响 , 求 这 名 同学 回答 这 三 个 问题 的 平均 得 分 。 

3. 某 医院 门诊 室 有 外 科 医 生 3 名 ,内 科 医 生 2 名 ,急诊 室 有 内 外 科 医 生 各 2 名 ,春节 期 
间 决 定 从 门诊 室 抽 2 名 医生 到 急诊 室 工作 ,春节 后 由 急诊 室 抽 1 名 医生 到 门诊 室 工作 。 用 
X 表示 抽调 后 门诊 室外 科 医 生 人 数 。 求 : (1)X 的 分 布 律 ; (2)E(X); ODA). 

4. 假定 每 人 生日 在 各 个 月 份 的 机 会 是 相等 的 , 求 4 个 人 中 生日 在 第 二 季度 的 平均 


人 数 。 

5. 某 商 店 对 某 种 家 用 电器 的 销售 采用 先 使 用 后 付款 的 方式 , 记 使 用 寿命 为 X( 单 位 : 
年 ) ,规定 : 

Х<<1, — fk 15005; 1<Х<2. 一 台 付 款 2000 元 ; 

2<Х<3, 一 台 付 款 2500 元 ; Хо>3. 一 台 付 款 3000 元 。 


设 寿命 X 服从 指数 分 布 ,其 概率 密度 函数 为 


MEIHA @ 


зб = Без. mw >= Üç 
0. =< Ó, 
试 求 该 类 家 电 一 台 收 费 Y 的 数学 期 望 。 
6. 进行 重复 独立 试验 , 设 每 次 试验 成 功 的 概率 为 p, 失 败 的 概率 为 g==1 一 p(0 二 p 二 1)。 
将 试验 进行 到 出 现 一 次 成 功 为 止 ,以 X 表示 所 需 的 试验 次 数 (此 时 称 X 服从 以 p 为 参数 的 
几何 分 布 ) , 求 ECX),DCX) 。 
7. 设 随 机 变量 X 的 概率 密度 函数 为 
fe) = ге 0<т<л. 
0. 其 他 ， 


对 X 独立 重复 地 观察 4 次 ,用 工 表示 观察 值 大 于 地 的 次 数 , 求 Y° 的 数学 期 望 。 
8. 设 随 机 变量 X 的 概率 密度 函数 为 


За, 0<zr<2, 
f(z) = | 8 
0, 其 他 ， 
求 去 的 数学 期 望 。 
9. 设 随机 变量 X, ,Xs 的 概率 密度 函数 分 别 为 
деге. ¿m Üs 467%; a 
fi(z) = | Jf: Ga) = | 
0, z<0, 0, z< 0, 


(1) 求 E(Xi +X,); (2)Е(2Х, —3X2); (3) Ni X, , X, 相互 独立 , 求 E(X1Xs)。 
10. 游客 乘 电梯 从 底层 到 电视 塔 顶层 观光 。 电 梯 于 每 个 整 点 的 第 5 分 钟 ,第 25 分 钟 和 
第 55 分 钟 从 底层 起 行 , 假 设 一 游客 在 早 八 点 的 第 X 分 钟 到 达 底 层 候 梯 处 , 且 X 在 [0,60] 上 
匀 分 布 , 求 该 游客 等 候 时 间 的 数学 期 望 。 
11. 已 知 (X,Y) 的 分 布 律 为 


=g 0 1 
x 
1 0.2 0.3 0 
2 0.1 0 0.4 


(1) ЕСХ),ЕСҮ); (2) 设 Z, = YR E(Z,); (3) 2,= (ХҮ), ЕС2,0. 


12. 设 随机 变量 Xi ,Xs ,Xs 相互 独立 ,其 中 X, 在 [0,6] 上 服从 均匀 分 布 ,X* 服从 正 态 
ҰН М(0,22),Х 服从 参数 为 3 的 泊 松 分 布 , 记 Y 二 Xi 一 2Xs 十 3X;, 求 E(Y),D(Y)。 

13. 设 二 维 随 机 变量 (X,Y) 在 区 域 D=={(zx,y)10 二 x 三 1,0 三 y 三 1)} 上 服从 均匀 分 布 ， 
Ж EC|X—Y |y DR 


14. 设 随 机 变量 (X,Y) 服 从 二 维 正 态 分 布 ,其 概率 密度 丽 数 为 f(z,y) R 
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Z= /X° +Y 的 数学 期 望 和 方差 。 
15. 设 A 和 B 是 两 个 随机 事件 , 且 P(A) 二 0,P(B) 二 0, 并 定义 随机 变量 X,Y 如 下 : 
N EARE. N BRE, 


0. ARRE (о. #BRRE. 
证 明 : 车 py 二 0,; 则 XX 和 YY 必定 相互 独立 。 
16. 设 (X,Y) 的 概率 密度 函数 为 


Ez, 0<y<zr<ls 


(х,у) = | 
о, 其 他 ， 
试 求 : 
СОЯ k; (DEGX +D; (3)E(X),DCX); (4) 协 方差 Cov(X,Y); (oyy 
17. 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 函数 为 
Аѕіп(х +y), (х,у) € G, 
0, 其 他 ， 
Ж. (1) 系 数 A; (2) 数 学 期 望 ECX) EY); (3) 方 差 D(X) 及 DY); (4) 相 关系 数 px。 


18. 已 知 随机 变量 X 服从 [0,2] 上 的 均匀 分 布 ,Y 一 N(2,3?) ,psy 一 证,Z 一 3X 一 2Y, 斌 
Ж. (1)E(Z),D(Z); (2) 说 明 X, Z 是 否 相 关 ; (3) 若 X 一 N(0,4) ,说 明 X, Z 是 否 相互 
独立 。 

19. 设 随机 变量 X MERRER f) =Le С ооа оо), 


a) 求 ECX) ,DCX)， 
(2) 求 X 与 |X| 的 协 方差 ,并 问 X 与 |X| 是 否 相 关 ? 
(3) h] X 与 |X| 是 否 相互 独立 ? 为 什么 ? 


其 中 Сс.0<:<70<у<2. 


бау) = | ы 


大 数 定 律 与 中 心 极 限定 理 F 


大 数 定律 与 中 心 极 限定 理 是 概率 论 的 基本 理论 ,它们 在 概率 论 与 数 
理 统计 的 理论 研究 和 实际 应 用 中 起 着 十 分 重要 的 作用 。 大 数 定律 从 理 
论 上 阐述 了 随机 变量 的 稳定 性 ,而 中 心 极限 定理 则 论证 了 大 量 随机 变量 
之 和 的 极限 分 布 。 


5.1 大 数 定律 


在 第 1 章 中 我 们 知道 ,随机 事件 虽然 在 一 次 试验 中 可 能 发 生 , 也 可 
能 不 发 生 ,但 在 大 量 重复 试验 中 却 呈 现 出 明显 的 规律 性 , 即 一 个 随机 事 
件 出 现 的 频率 在 某 个 固定 的 数值 附近 摆动 ,这 就 是 所 谓 的 “频率 稳定 
在 大 量 的 随机 现象 中 ,我 们 不 仅 发 现 随机 事件 的 频率 具有 稳定 性 ， 
而 且 还 发 现 大 量 随机 现象 的 平均 结果 也 具有 稳定 性 。 概 率 论 中 用 来 闸 
述 大 量 随机 现象 的 平均 结果 稳定 性 的 一 系列 定理 , 称 为 大 数 定律 (large 
number law) 。 大 数 定律 以 确切 的 数学 形式 表达 了 这 种 稳定 性 。 本 节 介 
绍 几 个 重要 的 定理 。 为 了 证 明 这 些 定理 ,首先 给 出 切 比 雪夫 不 等 式 。 


5.1.1 切 比 雪夫 不 等 式 


在 第 4 章 中 我 们 知道 方差 是 描述 随机 变量 的 取 值 与 其 数学 期 望 的 
偏离 程度 的 。 方 差 越 大 ,表明 随机 变量 的 取 值 偏离 数学 期 望 的 程度 越 
大 , 即 偏离 其 均值 越 远 ; 方差 越 小 ,表明 随机 变量 的 取 值 越 集中 在 数学 期 
望 的 附近 。 下 面 的 定理 就 表明 了 随机 变量 的 数学 期 望 与 方差 的 这 种 


定理 1 设 随机 变量 X 的 数学 期 望 下 (X) 和 方差 D(X) 都 存在 , 则 对 
于 任意 正 数 e, 都 有 不 等 式 


РС ХЕС) |20) < РОО. (5.1) 
Е 


成 立 , 称 这 一 不 等 式 为 切 比 雪夫 (Chebyshev) 不 等 式 。 
证 明 我 们 只 就 连续 型 随机 变量 的 情况 来 证 明 。 设 X 的 概率 密度 
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函数 为 f(x), 则 有 


”+ 2 
P(| X— E(X) І>ә- | fæde< | Le- BOOF pyar 
Is—E(W|>e lz—E(X)|>e g 


taid 一 2 +оо 
«Г = 2. усаг = 2 С [= EWF Ода: 
_ DOO 
= 290, 
切 比 雪 夫 不 等 式 也 可 以 写成 如 下 的 形式 ; 
РО X—E(X) |<) 21 


切 比 雪夫 不 等 式 不 仅 为 切 比 雪夫 大 数 定律 的 证 明 提 供 了 依据 ,同时 也 给 出 了 一 种 在 分 
布 未 知 的 情况 下 ,对 事件 "|X 一 ECX)| 宇 e” 发 生 的 概率 进行 粗略 估计 的 方法 。 
ІРІЛІ 已 知 正常 男性 成 人 血液 中 ,每 毫升 白细胞 数 平均 是 7300 , 均 方差 是 700。 利 用 
切 比 雪夫 不 等 式 估 计 每 毫升 白细胞 数 在 5200 一 9400 之 间 的 概率 。 
解 ” 设 每 毫升 白细胞 数 为 X, 依 题 意 ,E(X) 二 7300,D(X) 二 700? ,所 求 为 
P(5200 < X < 9400)= P(5200 — 7300 < X — 7300 < 9400 — 7300) 
= P(— 2100 < X — 7300 < 2100) = P(| X — 7300 |< 2100), 


07109 
є? Ы 


(5.2) 


由 切 比 雪夫 不 等 式 得 


2 
РІ X —7300 |< 2100) > 1 — D2) W .А 


2100? 2100 9° 


ЖӘЕ Р(5200<Х<<9100)>>5., H 8 TT E 3 9 E Ë A II iñ rh RESE Fi A ALAE 5200 ~ 


9400 之 间 的 概率 不 小 于 号 。 


5.1.2 大 数 定律 
定义 1 设 Xi,Xs,…,X,… 为 一 随机 变量 序列 ,a 为 一 常数 ,如 果 对 任意 的 e 二 0, 都 有 


limP(|X, 一 a| <e) 一 1, 则 称 随机 变量 序列 (X,) 依 概率 收 化 于 a, 记 为 X, va。 


定理 2( 切 比 雪夫 大 数 定律 ) 设 随机 变量 Xi ,X。,…,X,,… 相 互 独立 , 且 分 别 有 数 学 期 
望 E(X1),E(X。),…,E(X,),… 及 方差 D(X1),D(Xs),…,D(X,),…, 并 且 对 于 所 有 的 
k 二 1,2,…, 都 有 DCX) 三 1, 其 中 1 与 & 无 关 , 则 对 任意 的 e 二 0, 有 


ШІ [2 Ж -1 Sep <«)=1, (5.3) 
k=1 
或 
imp[| 5x- LY ECO >«)-о. (5.4) 
meco на i 


证 明 因为 随机 变量 Xi ,X,,…,X,,… 相 互 独立 ,所 以 
ӘЗ 25р <= 1, 


п 
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ИШАА, Е Н е>0.Я 
"(|Б " Px- 1580 


即 1 > (|1), = 1 |< 
п 1 n, 


i Tis — Ë. 
р-а) 


“> 22. 
ne 


于 是 有 р(х, — 1 Hpo 
timP(| Tx — Звкхо 

Ж 切 比 雪夫 大 数 定律 表明 ,在 定理 2 的 条 件 下 , 当 充分 大 时 ,n 个 独立 随机 变量 的 
平均 数 二 了 х, 的 离散 程度 很 小 , 它 比较 密集 地 到 集 在 其 数学 期 望 二 У ECX,) 附近 , 且 当 


<e)= 1, 从 而 


>e)= 0. 


п сонї, Уух, 依 概率 收 全 于 二 > ECX,)。 
k=1 k=1 


定理 3( 切 比 雪夫 大 数 定律 的 特殊 形式 ) ” 设 随机 变量 Xi ,Xs,…,X,,… 相 互 独立 , 且 具 
有 相同 的 数学 期 望 及 方差 , 尼 (Xi) 一 Ap,D(CX4) 一 只 (R 一 1,2,…), 则 对 任意 的 se 二 0, 有 


imP(|4 5x ие), (5.5) 
p k=1 
或 
imP[ 45x и>) о. (5. 6) 
Pg k=1 


证 明 由 于 随机 变量 Xi ,X,,…,X,,… 满 足 定理 2 WRA A ED EXO = e 一 
k=1 
и» 所 以 由 (5. 3) 式 或 (5.4) 式 得 


mp 人 | ЭР 518085 
еее n k=l n i= 


п 


<‹) imp(| 45x |<) 1, 


k=1 


或 
imp[| 5-4 >«)- 0, 
гі k=1 
定理 4( 伯 努 利 大 数 定律 ) 设 na 是 n 次 独立 重复 试验 中 事件 A 发 生 的 次 数 ,p 是 事件 
A 在 每 次 试验 中 发 生 的 概率 , 则 对 任意 的 e>>0, 有 


шар(|% 2a »|<e)= ly 6.7) 
或 
нағ( т p|>e)= 0. (5. 8) 


证 明 令 随 机 变量 
0. 第 & 次 试验 中 A ЖЖЖ. 
1. 第 次 试验 中 A 发 生 ， 
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W ла = Xi, Xi ,Xs，,…,X, 是 相互 独立 且 服 从 同一 0-1 分 布 的 随机 变量 , 故 ECX) = p, 
k=1 
D(X,)=p(1—p)(#=1,2,--,n), WEM 3 A 


imp[| 1 Yx, |<) 1. 即 ШИ 
we. k=1 mus 


ре) š; 


1 Ñx ы 4- 0. 

注 ” 伯 努 利 大 数 定律 表明 ,事件 A 发 生 的 频率 从 依 概率 收敛 于 事件 A 发 生 的 概率 zp， 
它 以 严格 的 数学 形式 表达 了 频率 的 稳定 性 ,也 说 明 在 次 独立 重复 试验 中 , 当 ЖА, 
事件 A 发 生 的 频率 从 与 事件 A 发 生 的 概率 p 有 和 较 大 偏差 的 可 能 性 很 小 ,从 而 我 们 可 以 通 


过 做 试验 确定 某 事件 发 生 的 频率 ,并 把 它 作 为 相应 概率 的 估计 值 。 
我 们 已 经 知道 ,前面 的 三 个 大 数 定律 都 要 求 Xe (k= 二 1,2,…,n,…) 的 方差 存在 ,但 有 些 
随机 变量 的 方差 未 必 存 在 。 下 面 给 出 的 是 去 掉 方 差 存 在 这 一 假设 的 定理 。 


定理 5( 辛 钦 大 数 定律 ) 设 Xi ,Xs,…,X,,… 是 相互 独立 服从 同一 分 布 , 且 具 有 有 限 数 
学 期 望 同 分 布 ,只 加 一 个 条 件 即 可 (XI1) 二 j4 的 随机 变量 序列 , 则 对 任意 的 e 二 0, 有 


ime(| 45x, |е) i 
4 i=l 


imp(| 45x “> 1 timP( 
wasu k=1 s 


证 明 略 。 
显然 伯 努 利 大 数 定律 是 辛 钦 大 数 定律 的 特殊 情况 。 辛 钦 大 数 定律 提供 了 求 随 机 变量 数 
学 期 望 E(X) 近 似 值 的 方法 ,因此 其 在 应 用 中 是 很 重要 的 。 


习题 5.1 


基础 题 
1. 设 随机 变量 X 的 方差 为 25, 则 根据 切 比 雪夫 不 等 式 . 有 
P(| Х- E(X) |< 10) 
2. 设 随 机 变量 Xi ,X: ,…,X, 独立 同 分 布 ,E(X) 二 jy,D(Xi) 二 8(k 二 1,2,…,n), 令 


х= LX, 利用 切 比 雪夫 不 等 式 估计 POX -u< 


3. 掷 六 枚 仍 子 ,利用 切 比 雪夫 不 等 式 估计 六 枚 仍 子 出 现 的 点 数 和 在 15 一 27 Z li] ñ) 
概率 。 

4. 在 每 次 试验 中 ,事件 A 发 生 的 概率 为 0.75, 利 用 切 比 雪夫 不 等 式 求 n 至 少 多 大 时 ， 
才能 使 得 在 次 独立 重复 试验 中 ,事件 A 出 现 的 频率 在 0. 74 一 0. 76 之 间 的 概率 至 少 为 
0.90? 

5. 设 随机 变量 X (4 二 1,2,…) 独 立 同 分 布 , 且 E(X,)=0.D(X,) =a ,E(X4) 存 在 。 证 
Н: 对 任意 ce 二 0. 有 
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limP( | Луда 
== п 1 


<«)- ls 

提高 题 
1. 设 随机 变量 X 的 方差 为 2, 则 根据 切 比 雪夫 不 等 式 有 估计 P(| X—EC(X)|2)< 
2. 设 X~U( 一 1,0) , 若 由 切 比 雪夫 不 等 式 有 P. ІХ-1|<ө>2,Ж 0 和 se。 


3. 设 随 机 变量 X,Y 的 数学 期 望都 是 2, 方 差分 别 是 1 和 4, 而 相关 系数 为 0.5, 则 根据 
切 比 雪 夫 不 等 式 有 P(| X—Y|2>6)< 

4. 某 单位 设置 一 电话 总 机 ,共有 200 不 电话 分 机 设 每 个 电话 分 机 有 5% 的 时 间 要 使 用 
外 线 通 话 ,假设 每 个 分 机 是 否 使 用 外 线 通话 是 相互 独立 的 。 问 总 机 要 多 少 外 线 才能 以 90% 
的 概率 保证 每 个 分 机 要 使 用 外 线 时 都 可 以 使 用 ? 


5.2 ”中心 极限 定理 


正 态 分 布 是 概率 论 与 数理 统计 中 一 种 很 重要 的 分 布 。 在 自然 界 与 生产 中 ,一 些 现 象 受 
到 许多 相互 独立 的 随机 因素 的 影响 , 当 每 个 因素 所 产生 的 影响 都 很 微小 时 ,总 的 影响 可 以 看 
作 是 服从 正 态 分 布 的 。 中 心 极限 定理 就 是 从 数学 上 证 明了 这 一 现象 。 在 概率 论 中 ,把 研究 
在 一 定 条 件 下 大 量 相互 独立 随机 变量 之 和 以 正 态 分 布 为 极限 分 布 的 一 类 定理 称 为 中 心 极 限 


定理 (central limit theorem) 。 


定理 1( 独 立 同 分 布 的 中 心 极限 定理 ) 设 Xi ,Xs,…,X,,… 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 
序列 , 且 EXD =p D(X) =0 0 因 同 分 布 条 件 可 减少 , 则 对 于 任意 的 实数 工 ,总 有 


k. ea — пи £ Ë P 
limP| += <z|= dt = P(x), 
== | =a z] ala Š 
其 中 ФОДЖА. 


证 明 咯 。 
此 定理 也 称 为 林 德 伯 格 - 列 维 (Lindeberg-Levy) 定 理 。 此 定理 说 明 , 对 于 满足 条 件 的 任 


意 的 随机 变量 ТТТ РР 近似 地 服从 正 态 分 布 N we sno?) 
将 其 标准 化 为 


Dx- 近似 
~ N(0,1). 
O ho 


一 般 情 况 下 ,我 们 很 难 求 出 Ух, 分 布 的 确切 形式 .而 上 述 定理 表明 : á n ЕКИ, nf 


以 利用 正 态 分 布 对 > X, 作 理论 研究 或 实际 计算 。 
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【 例 1] 用 机 器 包装 味精 ,每 袋 净 重 为 随机 变量 ,期 望 值 为 50g. ERN 5g, 一 箱 内 装 
100 袋 味精 , 求 一 箱 味精 净重 大 于 5100g 的 概率 。 
解 ” 设 一 箱 味精 净重 为 X g, 箱 中 第 k& 袋 味精 的 净重 为 Xig(k 二 1,2,…,100)。 则 XX 二 


100 
2 Xe, 其 中 X, ,Xs,…,Xiwm 是 100 个 相互 独立 的 随机 变量 , 且 EC X,)=50,D(X,)=25, 


E(X)=5000,D(X)=2500, /D(X) 一 50, 因 而 有 
P(X > 5100)= 1— P(X < 5100) 


X — 5000 _ 5100 — 5000 
1-Р(0— < 190-099) 


ж1- Ф(2) = 1—0. 9772 = 0.0228, 
【 例 2] 某 餐 厅 每 天 接待 400 名 顾客 , 设 每 位 顾客 的 消费 额 (元 ) 服 从 [20,100] 上 的 均 
匀 分 布 , 且 顾 客 的 消费 额 是 相互 独立 的 , 求 : 
(1) 该 餐厅 每 天 的 平均 莹 业 额 ; 
(2) 该 餐厅 每 天 的 营业 额 在 平均 营业 额 十 760 元 内 的 概率 。 


解 ” 设 X, 表示 第 位 顾客 的 消费 额 , 则 餐厅 每 天 的 营业 额 X = > Xe JUD XIX. es, 
Еті 
Xim 是 400 个 相互 独立 的 随机 变量 ,是 ЕСХ,) = 60.СХ,) 1520, 


400 


(1) 该 餐厅 每 天 的 平均 营业 额 为 EC(Y) = JEX.) = 24000020), 
k=1 
(2) 利用 独立 同 分 布 的 中 心 极限 定理 知 
-760 _ — X—2400 760 J 


68 х 1800 (10 х 1800 00 х 1800 


= ry 三 
[доо x 1600 


= 2Ф(1. 645) — 1 = 0.90, 
即 该 餐厅 每 天 的 营业 额 在 23240 一 24760 元 之 间 的 概率 近似 为 0. 90 , 
定理 2( 德 莫 佛 - 拉 普 拉 斯 (De Moivre-Laplace) 定 理 ) 设 随机 变量 X, (n=1,2, JRA 
ЖЖ п.р(0<р<00-Я%Ж.8р X, ~B. p) , 则 对 于 任意 工 , 恒 有 


— np 1,2 
lim P <= Í zdt = @(z), 
= Е ТІЛЕР) a) NR E 


P(— 760 < X — 24000 < 760) ef 


证 明 略 。 

此 定理 说 明 , 当 nn 充分 大 时 ,二 项 分 布 X, 近似 地 服从 正 态 分 布 N (np,np(1 一 p)), 将 

Ра Х,-пр Яя = Қ а Я 

23 —— “E —N00,1). Fih 明正 态 是 二 项 Z=: N 
ЖА те) (0,1)。 同 时 也 说 明正 态 分 布 是 二 项 分 布 的 极限 形式 

【 例 3】 某 保险 公司 多 年 的 统计 资料 表明 ,在 索赔 户 中 被 盗 索 赔 占 204.24 Х 表示 在 
随意 抽查 的 100 个 索赔 户 中 因 被 盗 向 保险 公司 索赔 的 户 数 。 求 被 盗 索 赔 户 不 少 于 14 户 且 
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不 多 于 30 户 的 概率 的 近似 值 。 
м 设 X 为 100 个 索赔 户 中 被 次 索赔 户 数 , 则 X 一 B(100,0.2) ,于 是 
14 一 20 < X 一 20 < 30-20 | 
100 X 0. 2 X 0. 8 100 X 0. 2 X 0. 8 100 X 0.2 X 0. 8 
ах 四 (2.5) 一 @( 一 1.5) = Ф(2,5)--Ф(1,53-1 
= 0. 9938 + 0. 9332 — 1 = 0.9270, 
【 例 41 某 公 司 有 400 名 员工 参加 一 种 资格 证 书 考试 。 按 往年 经 验 , 该 考试 通过 率 为 
0.9, 求 400 名 员工 中 至 少 有 354 人 考试 通过 的 概率 。 
解 设 X 是 400 名 员工 中 考试 通过 的 人 数 , 则 X 一 B(400,0.9) ,于 是 有 
X—400X0.9 ~ 354—400 x0.9 ) 
400 X 0.9 X 0.1 400 X 0. 9 X 0.1 
xl ( 354 — 400 X 0. 9 ) 
400 X 0. 9 X 0. 1 
= Ф(1) = 0.8413, 
【 例 5] 某 证 券 营业 部 开 有 1000 个 资金 账号 ,每 户 资金 10 万 元 , 设 每 日 每 个 资金 账号 
到 营业 部 提取 20% 现 金 的 概率 为 0.006, 且 每 个 客户 是 否 需 提取 现金 是 相互 独立 的 , 问 该 营 
业 部 每 日 至 少 要 准备 多 少 现金 ,才能 保证 以 95% 以 上 的 概率 满足 客户 的 要 求 。 
м ” 设 每 日 提取 现金 的 账号 数 为 X, 则 X~B(1000,0.006) ,而 每 日 提取 的 现金 为 2X 
万 元 。 又 设 该 营业 部 准备 的 现金 数 为 a( 万 元 ) , 则 需要 求 最 小 的 a, t 


РХ <a) = р(х < “)> 0.95, 


P(14 < X < 30) PÍ 


P(X > 354) ғ 


Ф(-1) 


由 于 


a 
4 1000 X 0.006 
P(x<$) | X —1000x0.006 2 | 


1000 X 0. 006 X 0. 994 š; 1000 X 0. 006 X 0. 994 


a 

Ба 

ж Ф|--- | 20.95, 
ЕТ 


5—6 


2 
查 附 表 2 得 BA. 645) =0. 95, 于 是 一 二 一 一 之 1. 645, р 
6X0. 994 


a 2 12 + 2 X 1. 645 X /6Х0. 994 ~ 20, 
故 营 业 部 每 日 至 少 应 准备 20 万 元 现金 。 


习题 5.2 
基础 是 


1. 设 随机 变量 XI. X... . X, 独立 分 布 ,S, 二 Xi 十 Xs 十 … 十 X,, 则 根据 列 维 - 林 德 伯 格 
中 心 极限 定理 , 当 充分 大 时 ,S, 近似 服从 正 态 分 布 ,只 要 Xi X... X, ( )» 
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A. 有 相同 的 数学 期 望 B. 有 相同 的 方差 
C. 服从 同一 指数 分 布 D. 服从 同一 类 型 分 布 

2. 一 个 加 法 器 同时 收 到 20 个 噪声 电压 Vi (k= 二 1,2,… ,20)。 设 它们 是 相互 独立 的 随机 
变量 , 且 都 在 区 间 [0,10] 上 服从 均匀 分 布 。V 为 加 法 器 上 收 到 的 总 噪声 电压 , 求 
P(V>105). 

3. 设 Xi(i 二 1,2,…，,50) 是 相互 独立 的 随机 变量 , 且 它 们 都 服从 参数 为 0. 03 的 泊 松 分 
布 。 记 X 一 Xi 十 X: 十 … 十 Xso, 试 用 中 心 极限 定理 计算 P(X). 

4. 一 部 件 包 括 10 部 分 。 每 部 分 的 长 度 是 一 个 随机 变量 ,它们 相互 独立 且 具 有 同一 分 
布 。 其 数学 期 望 为 2mm, 均 方差 为 0. 05mm ,规定 总 长 度 为 20 士 0. 1mm 时 产品 合格 , 试 求 
产品 合格 的 概率 。 

5. 一 生产 线 生 产 的 产品 成 箱包 装 ,每 箱 的 重量 是 随机 的 ,假设 每 箱 平均 重 50kg ,标准 
差 为 5kg, 若 用 最 大 载重 量 为 5t 的 汽车 承运 ,试用 中 心 极 限定 理 说 明 每 辆 车 最 多 可 以 装 多 
少 箱 ,才能 保障 不 超载 的 概率 大 于 0. 97707 

6. 设 某 电 路 供电 网 中 有 10000 芒 灯 ,夜间 每 一 蔓 灯 开 着 的 概率 为 0.7 ,假设 各 灯 的 开关 
彼此 独立 ,计算 同时 开 着 的 灯 数 在 6900 与 7100 之 间 的 概率 。 

т. 保险 公司 有 3000 个 同一 年 龄 的 人 参加 人 寿 保 险 ,在 一 年 中 这 些 人 的 死亡 率 为 
0.1%。 参 加 保险 的 人 在 年 初 交 付 保险 费 100 元 ,死亡 时 家 属 可 从 保险 公司 领取 10000 元 。 
R: (1) 保 险 公司 一 年 获 利 不 少 于 200000 元 的 概率 ; (2) 保 险 公司 亏本 的 概率 。 

8. 有 一 批 建筑 房屋 用 的 木 柱 ,其 中 80% 的 长 度 不 小 于 3m, 现 从 这 批 木 柱 中 随机 地 取出 
100 根 ,利用 中 心 极限 定理 计算 至 少 有 30 REF 3m 的 概率 。 

9. (1) 设 一 个 复杂 系统 由 100 个 相互 独立 起 作用 的 部 件 组 成 。 在 整个 运行 期 间 , 每 部 
件 的 损坏 率 为 0.1。 为 了 使 整个 系统 正常 工作 ,至 少 必须 有 85 个 部 件 正常 工作 , 求 整个 系 
统 正常 工作 的 概率 。 

(2) 设 一 个 复杂 系统 由 个 相互 独立 起 作用 的 部 件 组 成 。 在 整个 运行 期 间 , 每 部 件 的 
可 靠 性 为 0.9, 且 必须 至 少 有 80% 的 部 件 工作 才能 使 整个 系统 正常 工作 , 问 至 少 取 多 大 时 
才能 使 整个 系统 的 可 靠 性 不 低 于 0. 957 


总 复习 题 5 


1. 设 随机 变量 X ЖЕН ЕХ) = р. 7322 D(X)= o ,BW| H UJ £ 35 ж. 
P(|X— e| >30) „P(y—4o<X<pu+40)> 
2. 设 随机 变量 X 和 YY 的 数学 期 望 分 别 是 一 2 和 2. ЕТТІ 1 和 4, 而 相关 系数 为 
一 0.5, 则 根据 切 比 雪夫 不 等 式 ,P(|X 十 Y| 二 6) 过 
3. Х.У 是 两 个 独立 的 随机 变量 , 则 下 列 说 法 正确 的 是 ( fo 
A. MEA X 与 Y 的 分 布 时 ,对 于 随机 变量 XHY 可 使 用 切 比 雪夫 不 等 式 进行 概率 
估计 


(БЕСІ? 5 @ 


B. 当 X 与 Y 的 期 望 与 方差 都 存在 时 ,可 用 切 比 雪夫 不 等 式 估 计 X+ Y 落 在 任意 区 
间 (a,5) 内 的 概率 
C. 4 X 5j Y 的 期 望 与 方差 都 存在 时 ,可 用 切 比 雪夫 不 等 式 估 计 X 十 Y 落 在 对 称 区 
间 ( 一 a,a) 内 的 概率 (a 为 大 于 零 的 常数 ) 
D. 当 X 5j Y 的 期 望 与 方差 都 存在 时 ,可 用 切 比 雪夫 不 等 式 估 计 X + Y 落 在 区 间 
(E(X) 十 E(Y) 一 a,E(X) 十 E(Y) 十 a) 的 概率 (a 为 大 于 零 的 常数 ) 
4. 设 Xi ,Xs,…,X。 都 服从 参数 为 2 的 指数 分 布 , 且 相 互 独立 , 则 当 псоў, Y, = 


LY xi 依 概率 收敛 于 
5， 设 随机 变量 Xi ,Xs ,Xi 相互 独立 ,是 有 分 布 和 


X, =$ 0 1 


P 


正明 ,im( | 7 
6. 设 Xi ,Xs，…, 义 ,，"… 为 独立 同 分布 的 随机 变量 序列 , 且 均 服从 参数 为 X04 二 1) 的 指 
数 分 布 , 记 (zx) 为 标准 正 态 分 布 函数 , 则 ( Do 


>e)= 0。 


DX DX- 
A. tm <.) = Ф(т) В. imp| Ë <.) = (x) 
m РЕТІ = nÀ 
лУ)Х,–п Хх,-л 
С. limP| == < z| = Ф(т) D. limP| 2: z| = @(z) 
Б <.) |= <J 


т. 设 随 机 变量 X 的 概率 密度 函数 为 

f(z) = с, х > ü, 

п 
п 

ati 

8. 一 个 螺丝 钉 的 重量 是 一 个 随机 变量 ,期 望 值 是 50g, 标 准 差 是 5g。 利 用 中 心 极限 定 
理 求 一 盒 (100 个 ) 同 型 号 螺丝 钉 的 重量 超过 5100g 的 概率 。 

9. 计算 机 在 进行 加 法 运算 时 ,对 每 个 加 数 取 整 ( 取 为 最 接近 它 的 整数 ), 设 所 有 的 取 整 
误差 是 相互 独立 的 , 且 它 们 都 在 [一 0.5,0.5] 上 服从 均匀 分 布 。 

(1) 若 将 1500 个 数 相 加 , 问 误差 总 和 的 绝对 值 超过 15 的 概率 是 多 少 ? 

(2) 问 多 少 个 数 加 在 一 起 可 使 得 误差 总 和 的 绝对 值 小 于 10 的 概率 为 0.907 

10. 将 一 枚 硬币 连 毛 100 次 , 求 出 现 正面 的 次 数 大 于 60 的 概率 。 

11. 设 船舶 在 某 海区 航行 ,已 知 每 遭受 一 次 波浪 的 冲击 , 纵 摇 角 度 大 于 6 的 概率 为 p= 


+= ЖИН Т 90000 次 波浪 冲击 , 问 其 中 有 29500 到 30500 次 纵 摇 角度 大 于 6" 的 概率 
为 多 少 ? 


БЕ. P(0< X<2(n+1))2> 
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12. 甲乙 两 个 戏院 竞争 1000 名 观众 ,假定 每 个 观众 完全 随意 地 选择 一 个 戏院 , 且 观 众 
之 间 选 择 戏院 是 彼此 独立 的 , 问 每 个 戏院 应 该 设 有 多 少 个 座位 才能 保证 因 缺 少 座位 而 使 观 
众 离 去 的 概率 小 于 1%? 

13. 某 车 间 有 200 台 机 床 独立 地 工作 ,每 台 机 床 开动 时 需 耗 电 5kW。 因 检修 等 原因 每 
台 机 床 的 开工 率 仅 为 0.6, 如 果 只 供给 该 车 间 700k W 的 电力 , 问 能 以 多 大 的 概率 保证 不 因 


缺 电 而 停工 ? 


数理 统计 的 基础 知识 F 


前 5 章 我 们 论述 了 概率 论 的 基本 知识 ,从 本 章 开 始 转 和 人 课程 的 第 二 
部 分 一 一 数理 统计 。 

数理 统计 学 是 一 门 应 用 性 很 强 的 学 科 , 它 是 研究 怎样 以 有 效 的 方式 
收集 ,整理 和 分 析 带 有 随机 性 的 数据 ,以 概率 论 作为 理论 基础 ,根据 这 些 
数据 ,对 所 考查 的 问题 做 出 推断 和 预测 ,从 而 对 决策 和 行动 提供 依据 和 
建议 。 

计算 机 的 诞生 与 发 展 ,为 数据 处 理 提 供 了 强 有 力 的 技术 支持 。 由 于 
目前 国内 外 著名 的 统计 软件 包 SAS.SPSS.STAT 等 都 可 以 让 你 快速 . 简 
便 地 进行 数据 处 理 和 分 析 , 因 此 学 习 数 理 统计 无 须 把 过 多 的 时 间 花 在 计 
算 上 ,可 以 更 有 效 地 把 时 间 用 在 对 基本 概念 ,方法 原理 的 正确 理解 及 培 
养 实际 应 用 能 力 上 。 


6.1 总体、 样本 及 统计 量 


6.1.1 总 体 和 样本 


在 数理 统计 中 ,把 研究 对 象 的 全 体 称 为 总 体 (population) ,总 体 中 每 
个 成 员 称 为 个 体 (unit)。 例 如 ,研究 某 批 灯泡 的 质量 ,该 批 灯泡 的 全 体 就 
是 总 体 ,其 中 的 每 个 灯泡 为 个 体 ; 研究 某 大 学 全 校 男生 的 身高 情况 ,该 校 
全 体 男 生 为 总 体 ,该 校 的 每 名 男生 为 个 体 。 

在 实际 问题 中 ,我 们 研究 总 体 并 不 是 笼统 地 对 它 本 身 进行 研究 ,而 
是 研究 它 的 某 一 个 或 几 个 数量 指标 ,因此 ,也 可 以 把 研究 对 象 的 某 项 数 
量 指标 的 全 体 看 作 总 体 ,一 般 用 X 表示 ,把 每 个 数值 作为 个 体 。 为 了 推 
断 总 体 分 布 及 其 各 种 特征 ,一 般 采 用 抽样 调查 的 方法 , 即 从 总 体 中 随机 
抽取 部 分 个 体 , 这 部 分 个 体 称 为 样本 (sample) ,样本 中 包含 个 体 的 数目 ?7 
称 为 样本 容量 (sample size) 。 在 抽取 样本 之 前 ,由 于 获得 的 个 体 是 随机 
的 ,其 相应 的 数量 指标 也 是 随机 的 ,因此 我 们 用 个 随机 变量 X ,Xe ,…， 
X, 表示 容量 为 n 的 样本 ,对 样本 中 每 个 个 体 进行 观察 (或 试验 ) 的 观察 
值 是 一 实数 ,于 是 对 Xi ,Xs ,…,X, 观察 可 得 的 一 组 值 z ,zs ,… o En o OR 
其 为 样本 观察 值 (或 样本 观测 值 ) ,简称 样本 值 。 
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事实 上 ,从 总 体 中 抽取 样本 可 以 有 不 同 的 方法 。 但 要 利用 样本 信息 推断 总 体 信息 ,自然 
希望 样本 能 很 好 地 反映 总 体 的 特性 。 为 此 要 求 抽取 的 样本 Х..Х2 Н.Х, 满足 下 面 两 点 : 

(1) 代表 性 : Х.Х, ,… ,X, 中 每 一 个 样本 与 所 考查 的 总 体 X 同 分 布 ; 

(2) 独立 性 : Xi ,X,,…,X, 是 相互 独立 的 随机 变量 。 

以 上 抽样 方法 称 为 “简单 随机 抽样 ”, 申 简单 随机 抽样 得 到 的 样本 称 为 简单 随机 样本 
(simple random sample), 

Ж 本 书 以 后 提 到 的 样本 都 是 简单 随机 样本 。 

设 总 体 X 的 分 布 函 数 为 F(z), 由 样本 的 独立 性 , 则 简单 随机 样本 Xi ,XX ,…,X, 的 联 
合 分 布 函 数 为 


F G; Ge уа) = Пес. 


特别 地 ,车 总 体 X 为 离散 型 随机 变量 ,其 分 布 律 为 PLX 一 z) 一 PCz), 则 样本 Х.Х, 
X, 的 联合 分 布 律 为 


P ay zs yn) Р(Х, 21,Х, TR аад Ip). 


若 总 体 X 为 连续 型 随机 变量 ,其 概率 密度 函数 为 FCz), 则 样本 Xi Xer X, 的 联合 
概率 密度 函数 为 


Jf ay zy s" sT) 一 Ir. 
ізі 


【 例 1] 设 总 体 X 服从 两 点 分 布 , 即 PO X=1)=p.P(X=0)=1—p, h p 是 未 知 参 
数 ,(Xi,Xs,…，,Xs) 是 来 自 X 的 简单 随机 样本 。 试 写 出 (Xi ,X:,…','Xs) 的 联合 概率 分 布 。 

解 ” 因 X 的 分 布 律 为 P(X=z)=p* (1-р) (zx 二 1,0), 故 (Xi,X,,…,Xs) 的 联合 分 
布 律 为 


5 5 5 5 
PC za z Í) = ЦРО = z) = По а-ро = po а р), 
ізі ісі 


6.1.2 统计 量 


定义 1 不 含 任何 未 知 参数 的 样本 的 函数 g(Xi ,XX,,…,X, ) 称 为 统计 量 (statistic), 它 
是 完全 由 样本 决定 的 量 。 

统计 量 是 在 对 总 体 进行 分 析 、 估 计 、 推 断 时 ,以 从 总 体 抽取 的 样本 构造 的 关于 样本 的 
函数 。 

【 例 2] 设 总 体 X 服从 正 态 分 布 N (yo), 其 中 yy 已 知 ,o? ЖЯІ.Х1.Х,.--.Х, 是 取 自 
总 体 X 的 一 个 样本 , 试 判 断 下 列 样本 函数 中 哪些 是 统计 量 ,哪些 不 是 统计 量 。 

(DY = > е (0%- 1 GI Y, еш, е. ХО, 


解 YoY: 是 统计 量 ; Ys 中 含有 未 知 参数 “, 所 以 Y, 不 是 统计 量 。 
6.1.3 常用 的 统计 量 


É Xi ,Xs,… Xn 是 来 自 总 体 X 的 一 个 样本 ,zi ,zs,… ,zx 是 该 样本 的 观察 值 , 则 常用 
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的 统计 量 有 : 
样本 均值 (sample average) X = Li 


样本 方差 (sample variance) S? 


样本 标准 差 或 样本 均 方差 S= 


样本 k 阶 原点 短 ”A 一 L Yx 


ізі 
Š LS АЁ 
样本 大 阶 中 心 矩 “有 二 (X, X) (k=2,3,--), 
ізі 
它们 相应 的 观察 值 是 : 
z= =z- 5 Je y 1% zji 
т n tis 5 — 2 (а ary 5 OD Gi > i 


РА = LD MERI й, 


ігі n 
【 例 3] 某 大 学 收集 10 名 90 后 大 学 生 的 某 月 娱乐 支出 费用 数据 (单位 : 元 ) 如 下 : 
350,400.410,256,450.120,95,370,365,390, 
求 该 月 这 10 名 大 学 生 的 平均 娱乐 支出 及 样本 方差 和 样本 标准 差 。 
解 该 月 这 10 名 大 学 生 的 平均 娱乐 支出 为 


= о 1 | | ОРИГ" 
т 1025 16<350 4-400--410---- +390) = 321.5; 
样本 方差 为 


1 10 
Ғғ. ЖЕР ; — = 
s= 1012; (z; — z) 


1350 321. 5)? + (400 — 321. 5)? 十 … + (390 — 321.5)? ] = 15039.17; 


样本 标准 差 为 ;= /15039. 17 2122. 63. 


习题 6.1 
基础 题 
1. 设 Xi X... X, 是 来 自 总 体 X 的 简单 随机 样本 , 则 Xi X... X. 必然 满足 (。”)。 
А. 独立 但 不 同 分 布 В. 同 分 布 但 不 互相 独立 
C. 独立 且 同 分 布 D. 既 不 独立 又 不 同 分 布 


2, 设 Xa Xose X, 是 总 体 X 的 样本 ,X WAAN EOD, AX = 1) х, WAC ә. 


A. X=E(X) B. E(X)=E(X) C. Х=1Е0) D. XSE(X) 
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3. 设 总 体 X 服从 正 态 分 布 N (u) JEP p CA? ЖА, Х.Х... X, 是 取 自 总 体 
X 的 一 个 样本 ,其 中 X,S? 分 别 是 样本 均值 和 样本 方差 。 试 判断 下 列 样本 函数 中 哪些 是 统 


计量 ,哪些 不 是 统计 量 。 
(1) XT (2) Хен. 
ХХХ? S/n 
(ED XD; W Kb XE XE, 
ігі 


4. 随机 地 从 某 专业 学 生 中 ,抽取 10 名 学 生 的 数学 期 未 考试 成 绩 ( 单 位 : 分 ) 如 下 ; 
91,85.53.60.78,90,82.67.78,80, 
求 10 名 学 生 数 学 成 绩 的 样本 均值 和 样本 方差 的 观察 值 。 
5. 设 Xi;Xi,…;X, 是 来 自 总 体 X 的 样本 ;而 y — Хе 


Сіз-1,2,%-.п) 证明， 


а» у= Хад Y Y ,Ys,…,Y, 的 样本 均值 ; 


(2) $= S} 1 5: 和 S; 分 别 是 X, , X, ，…,X ffl Y, ,Ys ,…,Y， 的 样本 方差 。 
提高 题 
1. 设 Xi ,Xs，…,X, 为 来 自 总 体 N (jy,o?)(o 二 0) 的 简单 随机 样本 ,统计 量 T = 
15x, ЕСТ) 
п j=1 


2. 设 总 体 ХМАО). Х.Х, ,…,X,(z 二 2) 为 来 自 总 体 的 简单 


随机 样本 , 则 对 应 的 统计 量 т, = EDT = 1 5) 4а, f O. 


А, ECR Y> ECTuy DCA y> DITA В. ECT OSER DETI DD 
C: PETOT DC SS DT D. ECTS SECTA DCTiy< DCP) 
3. 设 总 体 X 服从 参数 为 的 指数 分 布 , 即 X 一 Exp(CA)。Xi,Xas,…,X, 为 来 自 X 的 


ЖЖ. 

(1) ЧО ТОТ ӨТІ ЕЗІ РА С: 

(2) ША RAIF, X +24, max{ Xi ,Xz,…,X,} 哪 个 是 统计 量 ? 

4. 设 Xi,Xs,…,X, 是 取 自 总 体 X 的 样本 , 且 E(X) =y, D(X) =P, Ж E(X), D(X), 
ELS J. 


6.2 常用 分 布 与 分 位 点 


6.2.1 常用 分 布 


标准 正 态 分 布 是 数理 统计 中 常用 的 分 布 之 一 : 除 此 之 外 ,还 有 三 大 重要 分 布 。 
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1. X° 分 布 
定义 1 设 X ,Xs,…,X, MARI, B 3 JR AA Ft E БАА МО). МЯ X = X: + 
ХХ A BEA nt E 分 布 , 记 为 太一 六 (CD)， 
其 概率 密度 函数 为 
1 oF 
б = *г(2) 
0. z< 0, 


其 中 г( J» T 函数 ,其 定义 为 


л 
2 
Га) = |: =a, 
自由 度 分 别 是 1,4,10,20 时 对 应 的 f(x) 图 形 如 图 6-1 所 示 。 
X 分 布 的 性 质 Јо) 
(1) (可 加 性 ) 若 X~X Сп) У (m), H 
X 与 了 相互 独立 , 则 
X+Y— X mn +m). 
ШИН H Хп). (т), X= 
XH H+ XY =Y HY +Y Eh o 
XXX M Y i,Y,. Y, 都 服从 标准 正 
态 分 布 N(0,1), 且 相互 独立 ， 
m xX 与 了 相互 独立 ,因此 Xis Xost Xn 
YY Yn 均 服从 标准 正 态 分 布 N(0,1) , 且 相互 独立 ,所 以 由 X 分 布 的 定义 知 
XHY =X +X + ХҮ HY H Фү ~ (пт), 


6-1 


(2) # X—X (п). ЕСХ) =n, DX) = 2а, 


证 明 Н Хо) БЕ ХХ = УХ. 其 中 Х.Х... X, 相互 独立 , 且 


均 服从 标准 正 态 分 布 NC0,1) ,所 以 
EGY = РОХ ГЕСХО = 1, 


从 而 
ECX!) | =L 2 as Г sls 
V2r = V2 
ЕЗ з Фа. = ЗЕХ 
一 一 一 ze 2 +f x< e Tdr = 3E(X:) = 3, 
V 2x 一 = -“ 2x 


D(X?) = Е(Х}) — [ЕХ р = 3—1 = 2, 


Ф ЕС) = D EOG =a D00 = DD = S 12 = n, 
【 例 1] 设 总 体 X 服从 正 态 分 布 N(0,22) ,而 Xi . X... X, 是 来 自 总 体 X 的 简单 随 
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机 样本 ,试问 MLE ЭО HXi RAAE? 


ғ ”因为 总 体 X 一 N(0,22) ,所 以 X,—N(0,2) ,从 而 下 一 NG0,D。 


10 2 
H 分 布 的 定义 得 Y = ТОХР ХЕ ХЫ) = >° (%) ао), 


іі 
2.13% 


定义 2 j X—N(0,1),Y—XZ G), E X 与 了 相互 独立 , 则 称 (一 -有 从 自由 度 为 


几 的 t 分 布 (或 学 生 氏 分 布 ), 记 为 1 一 1(n) ,其 概率 密度 函数 为 


+2) (оо <= +оо), 

图 6-2 是 自由 度 分 别 是 1,2,5,ce 时 对 应 的 F(z) 图 形 。 

从 上 上 分布 和 标准 正 态 分 布 的 形态 上 看 ,其 概率 密 
度 函 数 曲 线 的 形状 很 相像 ,都 是 偶 函 数 , 且 当 псов 
t(n)>N(0,1). 

【 例 2] 设 总 体 X 一 NC0,1) ,Xi X200 X, 是 简 


单 随机 样本 ,试问 : ИЕН ХХ 服从 什么 


HFK 
分 布 ? 
М H Х-М(0,1/48 Xi — X +X, —N(0,3) , ВП бӛ 
NX X; ЕЖ, 
—— ——N00.1), 
J5 


ніш ИІ ХХХ (3), 
又 因为 Xi 一 Xs 十 Xi 与 Xi 十 XI 十 Xi HELIS, HLA £ 分布 的 定义 得 
Xi — X + X; (X, — X, + X;)/ 43 


ХХХ VR 《3 
3. F ЭЖ 
定义 3 ХЫХ m) Y~X (m). E X 与 了 相互 独立 , 则 称 
_ Х/т 
Y/n: 


服从 自由 度 为 nsn 的 下 分 布 , 记 为 下 一 (ni,ns), 其 概率 密度 函数 为 
P 


ni >) j mta 
F= FEA 2 (2 ЕС: 
2 2 
0, 20 
图 6-3 是 不 同 自由 度 对 应 的 f(z) 的 图 形 。 


分 布 的 性 质 Ре 
(1) # X—F(m sna) Ев sm): 


(n, т)-(10,40) 
(2) Жаса. #—F01,2n), 
证 明 留 给 读者 。 


【 例 3】 设 总 体 X 一 N(0,9) ,Xi,X,,…,X, 是 (в, ту(11,3) 


简单 随机 样本 ,试问 当 a 取 何 值 时 , 统计 量 > 5 - 
(X: X: + Xš) А 
“ата ЖАРА. өз 
解 ”因为 X 一 N(0,9), 所 以 Xi 一 N(C0,9), 即 
ŽL NOD, 于 是 有 


1 
9 

且 二 者 相互 独立 。 
由 下 分 布 的 定义 得 


Lxi + XE + XD/3 


(XI + XE + ~ 03), TX + XË EO 


2(Xt +X} + X:) 
3(X: + Xš) 


I ~ Е(3,2). 
50% + Х{)/2 


a(Xi+ X;+ Xš) 
X:+ X: 


从 下 分 布 和 X” 分 布 的 形态 上 看 ,其 概率 密度 函数 曲线 的 形状 很 相像 。 


所 以 , 当 4 一 过时 ,统计 重 服从 FC3,2) 分 布 。 


6.2.2 四 种 常见 分 布 的 上 а 分 位 点 


分 位 点 是 数理 统计 中 的 一 个 重要 概念 ,在 假设 检验 、 区 间 估 计 及 方差 分 析 和 回归 分 析 等 
统计 推断 中 有 重要 的 作用 。 
下 面 给 出 四 种 常见 分 布 的 上 a 分 位 点 的 表达 形式 。 
1. 标准 正 态 分 布 的 上 o 分 位 点 
设 X~N(0,1) ,对 于 给 定 的 а(0<а<1) , 若 满足 PXU) =a. К u, 为 标准 正 态 分 
布 的 上 a 分 位 点 ,如 图 6-4 所 示 。 由 于 标准 正 态 分 布 的 概率 
密度 函数 为 偶 函 数 , 所 以 Uia = — tla o 
【 例 4] “8 E a=0.05 Жа = 0. 025, 分 别 查 表 求 
Ua yz 一 ao 
М h P(X>w,o) =0. 05 得 P(X= os) = O(uoos) = 
0.95, 
аА 反 查 附 表 2 得 woos 1.645. ХН tr-a =— ua 得 wo.ss = 
—1. 645, 
同 理 可 查 得 wo.02s = 1. 96. мо от = —1. 96. 
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2. X° 分 布 的 上 a 分 位 点 

ХЖ (mn) ,对 于 给 定 的 a(0 二 a 二 1) , 若 满足 РО (п) =a, ДЯК X; (n) 38 X y 
布 的 上 a 分 位 点 ,如 图 6-5 所 示 。 /0 

[@J 5] 给 定 a==0.05 和 a 二 0.025, 分 别 查 表 求 
х2 (15),1-.(15). 


Ш Xf a=0.05, H HEE "一 15, 查 附 表 3, 得 0. (15) = 
24.996,X0.s (15) =7. 261. 4 20) x 
对 w=0.025, 自 由 度 n=15,#[ 3,48 боз (15) = 图 6-5 


27.488, Xo.ors (15)=6. 262, 
Ж (1) 4 n<45 时 ,可 查 附 表 3 求 得 X); 
(2) M 45 п) Cua н T), 其 中 心 为 标准 正 态 分 布 的 上 а 分 位 点 。 


3. t 分布 的 上 а 分 位 点 

设 :一 4) ,对 于 给 定 的 a, 车 满足 POA (п)) =a, WER t (п) уг АЈ Еа 分 位 点 ， 
如 图 6-6 所 示 。 由 于 分布 的 概率 密度 函数 为 偶 函数 ,所 以 1-。(n) 二 一 ts(n)。 

[@J6] 给 定 а=0. 05 和 a==0.025 ,分别 查 表 求 1,(10) ,1_。(10)。 

М 对 a=0.05, 自 由 度 n==10, 查 附 表 4, 得 to.os(10)==1. 8125,t1_0.05 (10) =— to.os (10) = 
—1. 8125. 

同 理 可 直接 查 表 得 toos (10) = 2. 2281.10, (10) = — 2. 2281, 

Ж 4 n45 时 ,ts(m)u。 , Ж и, HEREESIA Ба 分 位 点 。 

4. FF 分 布 的 上 a 分 位 点 

设 F— FO ,ns), 对 于 给 定 的 a(0 二 a 二 1) ,车 满足 

P(F2>2F,G(m sn2)) 二 a; 则 称 Е, Cm ,nz) 为 随机 变量 下 的 上 a 分 位 点 ,如 图 6-7 所 示 。 


可 以 证 明 F, On ns) 二 二 一 0 了。 此 式 常用 来 求 下 分 布 表 中 没有 列 出 的 某 些 上 a 分 


位 点 
Јо) Го) 
f a 
of a) F 9 Fen) — 
图 6-6 图 6-7 


【 例 7] 给 定 a=0.05 和 一 0.025 ,分 别 查 表 求 F.(10.20).F,-,(10,20). 
М х а=0. 05. АНЕ л, =10.л, =20, Ж 5.44 Е, (10,20) =2. 35. 


=L =o. 3610. 


== . M O = 
H F.(m ona) = Е,е(20.10) 2,77 


1 ін = 
Е,_„(пг sm Ы Ев, (10,20) 
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同 理 可 得 Foos (10,20)=2. 77, Foss (10,20) руту 3 2924, 
习题 6.2 
基础 题 
1. 设 随机 变量 X 和 YY 都 服从 标准 正 态 分 布 , 则 ( Ж 
A. X+Y 服从 正 态 分 布 В. X? 十 Y? 服从 х 分 布 
С. X? 和 YY? 都 服从 X 分 布 D. X?/Y? 服从 下 分 布 
2. 设 随 机 变量 T RA (n) , 则 T? 的 分 布 是 ( 
А. Ха В. “(т с. ға.т D. X@) 
3. 设 随机 变量 X— N(0.1).Y—N (0,2) ,并 且 相互 独立 , 则 ( % 
А. тхе YURA X 分 布 B. +X: Y ША х 分 布 
е 112452) 服从 X° 分 布 D. +(X+Y JR) X° 分 布 


4. 设 总 体 X— N(0,1), Xi. X... Х HKH X 的 样本 。 令 了 = (X, +X, +X) + 
X +X; +X)? , 试 确定 常数 c, 使 cy 服从 X 分 布 。 


8 

5. 设 Xi ,Xs，…,Xs 是 总 体 Х-МС0.0. 3?) 的 简单 随机 样本 , 求 P( 2) X? > 1.80). 
i=1 

6. 设 随机 变量 X 和 Y 相互 独立 且 都 服从 正 态 分 布 N (0.32). Xi,Xs,…,Xs M Yi, 


Yoses Y, 是 分 别 来 自 总 体 X 和 Y 的 简单 随机 样本 , 则 统计 量 U 一 C Хау 
JAY FY; 
БЕГЕН 


7. 设 总 体 X 服从 正 态 分 布 N (0,2), m Xi ,Xs,…,Xi5 是 来 自 总 体 X 的 简单 随机 样 


XI+XI+-- Xh 
ШІЛ уе ВА 分 布 ,参数 为 қ 


8. ERR: (Xon (100,285); (2)to.01 (10) sto.1 (15); (3)Fo.oı (10,9) , F, (12,8). 
提高 题 
1. 设 总 体 Х--М(0.22).Х,.Х,--.Х, 为 来 自 X 的 样本 。 令 
Y = а(Х, + X +(X; + Xi + Х5)° 十 cCXe + X, + X, +X)’. 
求 系数 a,b,c 使 Y IRMA X? 分 布 ,并 求 其 自由 度 。 
2. 设 Х,.Х,.Х).Х, 为 来 自 总 体 N (1,0?)(o 二 0) 的 简单 随机 样本 , 则 统计 量 


的 分 布 为 ( )。 


X, — X; 
IX, +X,—2| 
3. 设 X,.X, X, SDR B ЧЕ NG,1) 的 简单 随机 样本 , 记 = 1 Ў), W 
下 列 结论 中 不 正确 的 是 ( 0. 


Ф BOB KPG ith ШІЛІГІ 


A. XX ЖА X° Е B. 2(X, 一 Xi)? 服从 Х 分 布 
ігі 


с Ух, — X: IRA ән D. „ОХ w? 服从 X 分 布 
=1 


4. 设 随 机 变量 X 服从 正 态 分 布 N(0,1) ,对 给 定 的 a€ (0,1), 数 u Е P(X>u)= 
а.ж P(|X|<x)=a,| + EF Ж 
А. u, В. ш-а? С. иа-о/ D. ttia 


5. 设 随机 变量 X IRM FCn) ,求证 РОХ<1) = P(X21)=0.5, 


6.3 正 态 总 体 的 抽样 分 布 


在 实际 问题 中 ,用 正 态 随机 变量 描述 随机 现象 是 比较 普遍 的 ,因此 , 正 态 分 布 是 概率 论 
中 最 常见 的 也 是 最 重要 的 一 种 分 布 。 若 总 体 X 服从 正 态 分 布 , 则 称 之 为 正 态 总 体 。 来 自 正 
态 总 体 的 样本 统计 量 的 分 布 称 为 抽样 分 布 。 正 态 总 体 的 抽样 分 布 是 研究 最 多 同时 也 是 应 用 
最 广泛 的 一 部 分 ,是 数理 统计 中 进行 统计 分 析 推 断 的 最 重要 工具 之 一 。 

本 节 我 们 将 给 出 数理 统计 中 非常 有 用 的 正 态 总 体 的 抽样 分 布 。 


定理 1( 单 个 正 态 总 体 的 抽样 分 布 ) 设 Xi XX, 是 取 自 正 态 总 体 X 一 N(1p,a2) 的 
样本 ,XX 和 S? 分 别 为 样本 均值 和 样本 方差 , 则 有 : 


Х-и 

a) ~N(0,1); (6.1) 
АА 

(2) ODS ko 1—1), A X p 5° 相互 独立 ; (6.2 
Х-- 

(3) é —#—,(n—1), (6.3) 
5/Үһ 


证 明 只 证 (1) 和 (3)。(2) 的 证 明 超出 本 书 的 范围 , 略 去 。 
(1) 因为 Xi ,Xs е Н.Х, 是 取 自 正 态 总 体 X 一 NCp co) 的 样本 ,所 以 Xi ,Xs,…,X, AH 
互 独立 且 都 服从 正 态 分 布 N (po ) 。 


又 由 正 态 总 体 的 可 加 性 及 一 іу 也 服从 正 态 分 布 , 且 
E) = (Ух). р) = 2027) Ë. 
于 是 X~N (jp 4), ,利用 正 态 分 布 的 标准 化 即 得 2 -一 N(0， 


(3) 由 (2) 知 了 和 S? 相互 独立 ,得 метті se DS уну. 青 由 4 分 布 的 定义 
п 


Х-и 
得 o/Vn Х-и 


(п—1)5 / _ S/n 
К /в 1) 


tel. 
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【 例 1] X X XERA ESA Neu RER ,经 计算 得 = 20.8, 
(1) 4 02=9 时 , 求 РОХ |2); (2) 当 0 未知 时 , 求 P(X 一 py| 过 2)。 
解 (1) 当 呈 一 9 时 ,因为 X~-NCu,oz) ,所 以 一 ~N(0,1), 于 是 
s/n 


х-и | 
3/4 


< 2 


1)~ 2@(2. 67) — 1 = 2 X 0. 9962 — 1 = 0.9924, 


ара 124) ғ 


(2) 0° жані, Š Eaa DFE 


Е Tpl 2 (== ) 
P(| X 2)= P = = P = 1.754], 
s= SSO [ 20.8 /4 пл) V20.8/4 


查 附 表 4 得 to.os(15)==1.753, 即 P(t 之 1.753)==0.05, 由 此 可 得 
Р(|Х-м1і<2) ==1—2 X 0.05 = 0.90, 


定理 2( 两 个 正 态 总 体 的 抽样 分 布 ) 设 X— N (ot), У МО os), LX 5 Y 独立 ， 
Xi Xare Xa AMA X 的 样本 ,Yi Yas Yn ARA Y 的 样本 ,XX 和 Y 分 别 是 这 两 个 样本 
的 样本 均值 ,Sf 和 S: 分 别 是 这 两 个 样本 的 样本 方差 , 则 有 
(1) 3 0,05 已 知 时 
~ NOD, (6.4) 
ты 
(2) š == 且 未 知 时 
(X — Y) — (m-e) 


~ t(n +m, —2), (6.5) 
~ 
mn m 
ІОһ-1051-Ғ(т-105і 
RP S, т +n; 一 2 В 
БМ а. — Б 
(3) 52702 ЕСпу — lsn — 1). (6. 6) 


【 例 2] 设 总 体 X—N(20,52). ЖҮ N(10.22). мА X PRAH n =10 的 
样本 ,样本 均值 为 和 ,从 总 体 Y 中 抽取 容量 为 ns 二 8 的 样本 ,样本 均值 为 了 ,假设 这 两 个 样本 
是 各 自 独 立 抽取 的 , 求 X 一 Y 大 于 6 的 概率 。 


ы 根据 (6. 4) 式 得 < 一 了 一 <20 一 10) _X 一 了 一 10_Ny(0,1), 因 此 ,所 求 概率 为 
БАРРА 5 
10 8 
= = X—Y—10、 6-10 X—Y-—10 
< 5—0: 81 
РОХ — Ў 2-16) | Ka B | e( 18 | 


1- Ф(-2.31) = @(2. 31) = 0.9896, 
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习题 6.3 


基础 题 

1. 在 总 体 NGz,202) 中 ,随机 抽取 容量 为 100 的 样本 , 求 样本 均值 与 总 体 均值 差 的 绝对 
值 大 于 3 的 概率 。 

2. 在 总 体 N(52,6. 3?) 中 随机 抽取 一 个 容量 为 36 ЕЖ. X ТЕ 50. 8 到 53.8 之 间 
的 概率 。 

3， 在 天 平 上 重复 称 量 一 重 为 a 的 物品 ,假设 各 次 称 量 的 结果 相互 独立 且 都 服从 正 态 分 
布 No,0.22)。 若 以 X 表示 n 次 称 量 结果 的 算术 平均 值 , 则 为 使 P(|X—a|<0.1)=0.95, 
应 取 最 小 的 自然 数 为 多 少 ? 

4. 设 有 来 自 总 体 X 一 N(20,3) ,容量 分 别 为 10,15 的 两 个 相互 独立 的 样本 , 求 两 样本 
均值 之 差 的 绝对 值 大 于 0. 3 的 概率 。 

5. 设 Xi ，Xs，,…，X,，X,+i 为 来 自 总 体 N (yx,o) 的 一 个 简单 随机 样本 。 记 XX = 


n X. —X 
Fi 5 服从 什么 分 布 。 


LSx = а Ў X-X, T 
i=1 


n = 

提高 题 

1. 某 公司 瓶装 洗 洁 精 ,规定 每 瓶装 500mL, 但 是 在 实际 灌 装 的 过 程 中 ,总 会 出 现 一 定 的 
误差 ,误差 要 求 控制 在 一 定 范围 内 ,假定 灌 装 量 的 方差 二 1, 如 果 每 箱 装 25 瓶 这 样 的 洗 洁 
精 ,(1) 试 问 25 瓶 洗 洁 精 的 平均 灌 装 量 与 标准 值 500mL 相差 不 超过 0. 3mL 的 概率 是 多 少 ; 
(2) 就 上 述 问 题 , 如 假设 装 n 瓶 洗 洁 精 , 若 想 要 这 n 瓶 洗 洁 精 的 平均 灌 装 量 与 标准 值 相差 不 
超过 0. 3mL 的 概率 不 低 于 95% ,试问 至 少 等 于 多 少 。 

2. АЖ ХМ :o),Y 一 NGC:o), 从 这 两 个 总 体 中 分 别 抽样 , 测 得 如 下 数据 : 
m=7, 7 =54,5=116. 7;n =7,y =42,s4=85. 7, RHR РОО. 8 — p <7. 5). 


总 复习 题 6 


1. 样本 (Xi ,Xs，…,X,) 的 函数 SOX X... XD FKU Ж РОХ. Хо, 
X,) 不 含 未 知 参数 . 

2. 设 总 体 ХАМЕ N (uo) HP y BA, ЖА. Х.Х. Хз 是 取 自 总 体 的 一 
个 样本 , 则 下 列 不 是 统计 量 的 是 (  )。 


А. EX +X +X) B. Xi+2p 


g- 
" AATE 
3. 设 Xi, X250, X, ВК МСО, 4), У, Y2., ҮКА N (0,9), B X, , X... Xis 


D. Fax+ 


Yi Yare Y, 相互 独立 ,要 使 统计 量 二 >) хе 和 二 DY? 服从 相同 的 X dia БА. 


ERC )。 
А. a=2,b=3,k =l В. a=2,b=3,9k =41 
С. a=4,b=9,k =l D. a=4,b=9,9k =41 
4. АЖ ХМС, 9), Х,.Х.,.Х. ÆRA X 的 容量 为 3 的 样本 ,其 中 S* 为 样本 方 
差 , 求 ; 
(1) ЕСХІХІХӘ; (2) D(X: X,X;); (85 ЕС. 


5. š X, ,X, ,Xs ,X, 为 来 自 总 体 N(0,22) 的 一 个 样本 ,X 一 a(X 十 2X2)2 +b(3X, —4Х,)°, 
试问 当 a,6 取 何 值 时 可 使 X 服从 X? 分 布 ,并 求 其 自由 度 。 
6. BEX Xe X, ТЕБ ХМ ВЕЖ Y =E X HX ХО), 


V2 Yi Үз) 
5 


s 证明; 2--4(20, 
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9 
Y, = 10, +X, +X), = + (Xi 一 Y2)?,Z 
i=7 


2 
i 


7. 设 Xi ,Xs,…,Xw 相 互 独立 , 且 具有 相同 分 布 NC0,1)。 指 出 X = 2 22 — 服从 什 
D 


i=13 


么 分 布 ,并 求 : (1) а, P(X>a)=0.10; (2) p, 使 P( X>3.28)=B. 
， 121<1, 

алы ата 
X 的 一 个 样本 , 试 求 : (1) X 的 数学 期 望 和 方差 ; (2) S 的 数学 期 望 ; (3) РОХ |20. 02). 

9. 在 总 体 X~N(7.6,4) 中 随机 抽取 容量 为 怀 的 样本 ,如 果 样 本 均值 Х 落 在 (5. 6,9. 6) 
内 的 概率 不 小 于 0. 95, 则 n 至 少 为 多 少 ? 

10. 设 总 体 X 服从 正 态 分 布 N(12,4), 今 抽取 一 个 容量 为 5 的 样本 : Xi ,Xe ，…，Xs 。 

(1) K P(min(X,,X,,---,X,)<10); (2) K Р(тах{ Х.Х, "+, Х5)} 2215); (3) 如 果 
ЖЖ РО11<Х <13) 220. 95, 则 样本 容量 n 至 少 应 取 多 少 ? 

11. 设 在 总 体 NC,o?) 中 抽取 一 容量 为 16 的 样本 。 这 里 wo 均 未 知 。 求 ， 


а» p[2<2.o41] tip S 为 样本 方差 ， (2) DS. 
12. 从 同一 正 态 总 体 中 随机 抽取 两 个 样本 ,第 一 个 样本 的 容量 为 36 ,要 使 第 二 个 样本 平 
均值 的 标准 差 为 第 一 个 样本 平均 值 的 标准 差 的 二 ,样本 容量 应 取 多 大 ? 


13. 设 Х,.Х,.-".Х, 和 了 Yi,Ys,…,Y， 为 正 态 总 体 N (py,o?) 的 两 个 样本 , 试 确定 使 
P X—Y|>0)=0. 01.2 E X.Y 为 两 样本 均值 。 
14. ŽAR X IRMA N (ps,3),Y 服从 Ng,5), 从 中 分 别 抽取 m= 二 10,ns 二 15 的 两 个 独立 


样本 , 求 两 个 样本 方差 之 比 塞 大 于 1.272 的 概率 。 


жж 


ТІН 


参数 估计 


在 很 多 实际 问题 中 ,我 们 往往 知道 总 体 的 分 布 类 型 ,但 不 知道 分 布 
中 某 些 参 数 , 但 可 以 根据 样本 ,构造 适当 的 关于 样本 的 函数 , 即 统计 量 
来 估计 这 些 未 知 的 参数 。 利 用 样本 估计 总 体 中 未 知 参数 的 问题 称 为 参 
数 估计 (parameter estimation) 。 本 章 讨 论 总 体 参 数 的 点 估计 和 区 间 
估计 。 


7.1 点 估计 


设 0 是 总 体 X 分 布 中 的 未 知 参 数 , Xi ,Xs ,…,X, 是 来 自 总 体 X 的 
样本 ,根据 样本 所 提供 的 信息 ,构造 统计 量 СХ, ,X。,…,X, ) 作 为 未 知 参 
数 0 的 估计 量 ; 当 样 本 观测 值 为 rissa, 时 ,用 多 zi оао о ео, Е 
为 总 体 分 布 中 未 知 参数 9 的 估计 值 。 上 述 方法 称 为 参数 的 点 估计 
(point estimation) 。 点 估计 有 两 种 常用 的 方法 : 矩 法 估计 和 最 大 似 然 
估计 。 


7.1.1 ЖЖ 


和 矩 法 估计 (method of moment estimation) 是 由 英国 统计 学 家 卡尔 。 
皮尔 逊 (Karl. Pearson,1857 一 1936) 于 1894 年 提出 的 求 参数 点 估计 的 方 
法 。 设 Xi,Xs,…,X, 是 来 自 总 体 X 的 样本 ,用 样本 k 阶 原点 矩 A = 


LYI Xt 来 估计 总 体 的 IRASE и, ya 一 ECX*) = A = 1 Уух, 


这 就 是 矩 法 估计 的 基本 原理 ,条 件 是 总 体 的 & 阶 原点 矩 要 存在 。 
设 总 体 的 分 布 中 有 个 未 知 参 数 0 ,0,,… „0, ,根据 矩 法 估计 的 基本 
原理 ,可 建立 如 下 的 方程 组 


71 ші 


=E =A= FLX 


рь = ЕСХ?) = A; = - хх. 


р E= hy = OX. 
ісі 


这 是 一 个 包含 个 未 知 参数 90, ,0,,… ,0; 的 联 立方 程 组 ,我 们 可 从 中 解 出 9, ,9,,… ,0; ,所 得 
KIR Ô =0; (Xi Xas X) (i 二 1,2,…,k) 分 别 作 为 0 的 矩 估 计量 ,相应 的 估计 值 人 一 
O Сал stot ,Th) 称 为 0, 的 矩 估 计 值 。 

Ж 方程 的 个 数 由 未 知 参数 的 个 数 确 定 。 

【 例 1] 设 总 体 X 一 PG) ,其 中 4 未 知 ,Xi Xart Xn 是 来 自 总 体 的 样本 , 求 4 的 矩 估 
计量 。 

М h X~PO) ,得 总 体 的 一 阶 原点 矩 为 同一 已 CX) 一 人 ,而 样本 的 一 阶 原点 矩 为 A = 
K AREA, S m E(X) =A =A, =X S A= BA 的 矩 估 计量 为 入 。 

[0] 2] МАМА X 的 概率 分 布 为 


X | 0 1 2 3 
b. | ГА 2001—60) ГА 1-20 


其 中 4о<о<1 ] 为 未 知 参数 ， 利用 总 体 x 的 如 下 样本 值 ， 


g 3 з а вз ш 8 Š 
求 未 知 参数 0 的 矩 估 计 值 。 
м 总 体 的 一 阶 原点 矩 为 
а = Е(Х) = 0.0 +1 + 201—0) +2. 0 4+3 + (1-20 一 3 一 40。 
ДЕТЕ ИО Е BE, a SEX) = А, =X, В 3—40= X., HIA 3k 0 的 矩 估计 量 


2 3-Х 
0=— ° 
B2z—=4X(8-1+34+0+3+1+2+3)=2, 所 以 参数 0 НЧА 6—3 =L, 
ГІЗІ 设 总 体 X 的 概率 密度 函数 为 
2(0- х) ЖЕРІ 
ren - | 6 o 
0, 其 他 ， 
其 中 9 是 未 知 参数 ,而 Xi ,X,,…,X, 是 来 自 总 体 X 的 简单 随机 样本 , 求 未 知 参 数 0 的 矩 估 
计量 。 


м ”因为 总 体 的 一 阶 原点 矩 为 
т-ЕСО Е 2002224 2 [Гана fa =a] А 


3° 
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S =EOO=A =X ME Х,ай О 的 矩 估计 量 为 6 一 3X。 
【 例 4] 设 总 体 X 的 均值 和 方差 s 都 存在 ,但 上 ML ВЖ, NBE Х.Х. X, 
是 来 自 总 体 的 样本 , 求 和 a? 的 矩 估计 量 。 
解 总 体 的 一 阶 和 二 阶 原点 矩 分 别 为 
ш-ЕОО-и, pm = EX?) 一 [ECX)] 十 DCX) = Ë +O, 
根据 矩 法 估计 的 原理 , 令 
ш = А» А н = X. 


ш = Аз, ш? Ба = A, 


Шад = Х,2 = А, = 1) =l a-y. 
i=l i=l 


7.1.2 最 大 似 然 估计 


最 大 似 然 估 计 (maximum likelihood estimation, MLE) 首先 是 由 德国 数学 家 高 斯 
(Gauss) 于 1821 年 提出 的 ,英国 统计 学 家 费 希 尔 (Fisher) 在 1922 年 重新 发 现 并 作 了 进一步 
的 研究 。 其 基本 思想 为 : 在 没有 其 他 信息 的 情况 下 ,只 能 认为 在 一 次 随机 试验 中 就 发 生 的 
事件 具有 最 大 的 概率 , 反 过 来 ,如 果 能 够 使 事件 发 生 的 概率 最 大 化 ,该 事件 也 就 最 有 可 能 在 
一 次 试验 中 发 生 , 因 此 选择 使 概率 最 大 化 的 参数 值 作为 未 知 参 数 的 估计 值 。 下 面 分 析 一 个 
例子 。 

С 51 设 总 体 X 一 B(1,0) ,其 中 0 一 0 一 1 未 知 ,Xi,X;,…,X, 是 来 自 总 体 X 的 样本 ， 
одо "t а, 是 相应 的 样本 观测 值 , 求 参数 0 的 最 大 似 然 估计 量 。 

ғ ”因为 总 体 X 一 B(1,0) ,所 以 X 的 分 布 律 为 

Р(Х = х) = p(z;0) =F (1—0)!=, х-0,1, 
而 事件 {Xi =at Ха 6 X, а, Е А 
P(X, 2 ,Х, p se X; = = zi) Р(Х, a) s PCX, = х,) 


= [pea ПС a-o = 0 0-0 Èa, 
对 于 给 定 的 样本 观测 值 ,上 述 概率 是 关于 0 fJ SK KA MARIEN LO l 
LO = 655 1075, 
要 使 事件 {Xi 二 zi ,Xs 二 zo，,…,X, 二 zx, 发 生 的 概率 最 大 ,应 该 选取 使 L(0) 达 到 最 大 的 
参数 值 ( 如 果 存 在 )6, 即 选取 的 6 应 满足 L (Ó = maxL(0)., 


为 了 求 使 L(9) 达 到 最 大 的 参数 值 6. 可 利用 微分 方法 ,将 工 (9) 对 0 求 导 数 。 但 是 将 
L(9) 对 9 直接 求 导 很 麻烦 ,为 了 计算 上 的 方便 , 常 对 似 然 函数 L(0) 取 对 数 后 再 求 导 , 易 知 ， 
L(9) 和 InL(9) 具 有 相同 的 最 大 值 点 ,于 是 对 L(9) 表 达 式 两 边 取 对 数 得 


InL (0) = Sla (а ЕЕ У) )ња 0) 
把 上 式 两 边 对 0 求 导 并 令 其 为 0, 即 


Zl шіні 


解 得 9 的 估计 值 为 人 15). ЕЙ ЕТ Ly 时 ,L(0) 达 到 最 大 ,所 以 称 此 种 


求 未 知 参数 估计 的 方法 为 最 大 似 然 估计 法 。 估 计 值 6=z 称 为 9 的 最 大 似 然 估计 值 ,0 二 XX 
称 为 9 的 最 大 似 然 估 计量 。 

根据 上 述 分 析 可 以 抽象 出 一 般 的 结果 。 

定义 1 如 果 XI. X... X 是 来 自 总体 X 的 样本 ,zivza,…vzn 是 相应 的 样本 观 
测 值 。 

(1) 设 总 体 X 是 离散 型 随机 变量 ,其 分 布 律 为 P(X=x)= p(z;0).0 为 未 知 参数 , 则 样 


本 (Xi ХХ РОХ, = zi ,X, = zz," Xn = z,) = |[ p(xi;0) 称 为 似 然 函 
i=1 


数 (likelihood function), 记 为 L(9) = [| p(xi;0)。 
ізі 
(2) 设 总 体 X 是 连续 型 随机 变量 ,其 概率 密度 函数 为 f0), MN ЖОХ. X... .X,) 
的 联合 概率 密度 函数 工 (zivza, 2,30) 一 I fxi;0) 称 为 似 然 函数 , 记 为 工 (0) = 


п 


TI fz;0). 


i=1 
定义 2 REMA BA LORK KIE la rrsan), Bp L (0) =maxL (0) ( 5 Ж 0 
要 在 其 取 值 范围 内 ) , 则 称 6Czi,za,…,zn) 为 参数 0 的 最 大 似 然 估 计 值 ,相应 的 统计 量 


бХ, ,Xs ，…,X,) 称 为 参数 0 的 最 大 似 然 估计 量 。 

归纳 起 来 求 最 大 似 然 估计 的 具体 步骤 为 : 

(1) ЖЕЖ X 的 分 布 律 p(x;0) 或 概率 密度 函数 f(x;0), 写 出 似 然 函数 L (0); 

(2) 对 L(9) 取 对 数 , 写 出 InL (0); 

G) еы яо НОЧ) даж б, 

如 果 总 体 中 含有 k ARA 0,0. s 0, WIR P RU ІН СНО РА Жіп 2 
ТӨ, =" 50) SELCE оло EnO 50.70.) ЖЖ 0.0... „0, 的 最 大 似 然 估 

9 


; 2 > 
计 , 只 要 把 1nL(0, ,2 ,2) 分 别 对 0 .0,, -- 0, Жл, ,并 令 5 和 5LnL 0(і--1,2,-<, 


k) ,就 可 解 出 Q (тікте 2,0(і-1,2.-Ц. 10. (zi оло z.) 0, 的 最 大 似 然 估 
计 值 ,相应 的 统计 量 AOX ,X; ,… ,XX,) 为 参数 0, 的 最 大 似 然 估 计量 。 

【 例 61 设 X 一 Exp(A) ,Xi ,Xa,…,X。 是 来 自 总 体 X 的 样本 ,zi,zz,…，zw 是 样本 观 
测 值 , 求 未 知 参数 4 的 最 大 似 然 估计 量 。 

解 总体 X 的 概率 密度 函数 为 


qes, x >Ó, 
Ку = 4>9. 
0. т 50, 


(124) 872 Akhi 


似 然 函数 LQ) = ле = woda (zi > 0;i 二 1,2,…,n)。 取 对 数 得 
ізі 


іш.) = nln А У). 
i=l 


S AMLO = 1 У) з, = 0, A RKM HEN = 1 = L, А 的 最 大 


Ti 
i=1 


似 然 估 计量 为 和 = 一 = 
>x, 


1 
1. 

[817] BAIE XN Goo) и Wo? HRA ats, 是 来 自 总 体 的 一 组 样本 值 ， 
Жаа" 的 最 大 似 然 估 计量 。 


га О ас (ооа +оо), 
TI 
140) = || zE” = (20) F (2) еы, —co < a LHi = 1,2, ne 
іші TI 


2 n n 2 1 x< 2 
InL Cuo?) SIn(2n) — 518605) Б У е РА 


< 


ШАД z [22 пи | 0, 


п 


д 1 ра 
Заб) = E GF 0° = 0, 
MI и 和 o? 的 最 大 似 然 估计 量 为 


Ё-А =X, #=1X x, Xx, 
ісі 


【 例 81 设 总 体 X 在 区 间 [a,5] 上 服从 均匀 分 布 ,其 中 a,6b Ж, ооз, 是 一 组 
样本 值 , 试 求 a,b 的 最 大 似 然 估计 量 。 
ЖЕ іс зау = тіпа оло zzo 一 maxfziyz ,Xs),X 的 概率 密度 函数 为 
Тоза. 一 140 一 4 
0, 其 他 。 
由 于 a<x, 223 En Sb ЕЙ Таста) ,Zoo b, ID ER RRO 


1 
L(a,b) = Ga a <S zo Em < b, 


从 Lla,b) 的 表达 式 中 可 以 看 出 微分 法 失效 。 但 从 L(a,5) 的 形式 可 知 , 当 a,b 距离 越 
小 时 ,L(a.5) 越 大 。 

于 是 对 于 满足 条 件 a 二 zw охоо Sb 的 任意 a ,2 有 
1 


1-5 х 
(b— а)" (то — хау)" 


L(a,b) 


21 miit 


即 L(a,b)fE а= Та» b= To Н СН (>, 一 GD ) 一 ,所 以 
asb 的 最 大 似 然 估计 值 为 f=zo .6 二 zow ,其 中 zo 


= тіп (z, ) Zo = тах lz E 

а 的 最 大 似 然 估计 量 为 C 一 Xo b= Xw ,其 中 Xo = min (X;) „Хо 一 max {Xi)。 

Ж 本 题 车 用 微分 法 求 似 然 方程 的 解 , 则 因 方 程 无 解 而 求 不 出 最 大 似 然 估计 ,因此 必须 
学 会 对 一 些 特殊 问题 采取 特殊 的 方法 进行 处 理 。 


习题 7.1 


基础 题 

1. 设 总 体 X~U(a,5) ,其 中 a,6b 未 知 ,Xi ,Xs,…,X。, 是 来 自 总 体 的 样本 , 求 a,b WHE 
估计 量 。 

2. 设 总 体 X>~B, p) Xi X... X, 是 来 自 总 体 的 样本 ,其 中 以 已 知 ,p 未 知 , 求 参 
数 p 的 矩 估计 量 和 最 大 似 然 估 计量 。 

3. 设 X Xost Xn 是 来 自 总 体 X 的 样本 ,zi ,zs，,… ,zx 是 样本 观测 值 , 求 下 列 总 体 X 
的 概率 密度 中 未 知 参数 0 的 矩 估 计量 和 最 大 似 然 佑 计量。 

OFI, OSa 


a) saw] 0>—1; 
0, 其 他 ， 
9—1 
(2) f(x;0)= 4041, 0<z<l, 6>0. 
0 其 他 ， 


4. 设 总 体 X 的 概率 密度 函数 为 


тасты», Pa 


其 他 ， 

其 中 >0 为 已 知 ,>>1 为 未 知 参数 。 又 设 X i. X... X, 是 来 自 总 体 X 的 样本 ， 
түкте” а, 是 样本 观测 值 , 求 未 知 参 数 9 的 矩 估 计量 和 最 大 似 然 估计 量 。 

5. 设 总 体 X 的 概率 密度 函数 为 


bc 
72:0) si 
0. 


gesen. E 


0. 其 他 ， 
其 中 9 为 未 知 参数 。 又 设 Xi. X... Xn 是 来 自 总 体 X 的 样本 ,zi ао, 是 样本 观测 
值 , 求 未 知 参数 9 的 矩 估计 量 和 最 大 似 然 估 计量 。 

提高 题 

1. 设 总 体 X 的 概率 密度 函数 为 


f(z30) = | 


Аде, md 
f(x) = | 


其 他 ， 
其 中 参数 +40 二 0) 未 知 ,Xi ,Xs Н.Х, 是 来 自 总 体 X 的 简单 随机 样本 。 求 : 
а» 参数 4 的 矩 估 计量 ; (2) 参数 4 的 最 大 似 然 估计 量 。 
2. 在 一 袋 内 放 有 很 多 的 白 球 和 黑 球 ,已 知 两 种 球 数量 之 比 为 1 : 3, 但 不 知道 哪 一 种 颜 
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色 的 球 多 。 现 从 中 有 放 回 地 抽取 3 次 , 试 求 黑 球 所 占 比 例 的 极 大 似 然 估计 。 

3. 设 随机 变量 X 和 Y 相互 独立 且 分 别 服从 正 态 分 布 N (ys,o) 与 N(y,20 ), 其 中 oc 是 
未 知 参数 且 c>0, 设 Z=X—Y. 

(1) 求 Z 的 概率 密度 函数 e); (2) 设 Di ,Zs,…,Z, 为 来 自 总 体 Z 的 简单 随机 样 
本 , 求 喇 的 最 大 似 然 估计 。 

4. 某 工程 师 为 了 解 一 台 天 平 的 精度 ,用 该 天 平 对 一 物体 的 质量 做 次 测量 ,该 物体 的 
质量 jy 是 已 知 的 , 设 n 次 测量 结果 XX Xoo X, 相互 独立 , 且 均 服从 正 态 分 布 N(y,0?) ,该 
工程 师 记录 的 是 nn 次 测量 的 绝对 误差 ZS |X l (i 二 1,2,…,n), 利 用 2.2.5.2, fh 
Has 

(1) 求 Z, 的 概率 密度 函数 ; 

(2) 利用 一 阶 矩 求 Ü 的 矩 估 计量 ; 

(3) Жо 的 最 大 似 然 估计 量 。 


7.2 估计 量 的 评选 标准 


由 于 总 体 参数 9 的 值 未 知 , 且 无 法 知道 真 值 9, 人 们 自然 希望 估计 量 Ó 的 估计 值 与 未 知 


参数 0 的 近似 程度 越 高 越 好 , 即 希 望 估计 量 6 的 数学 期 望 等 于 未 知 参数 9, 而 且 估计 量 和 的 
方差 越 小 越 好 ,为 此 ,提出 估计 量 的 三 个 评选 标准 。 


7.2.1 无 偏 性 


定义 1 如 果 久 Xi,Xs,…,X,) 为 总 体 中 未 知 参 数 0 的 一 个 估计 量 , 且 满足 忆 ( 们 一 0, 称 
Ô 为 参数 0 的 无 偏 估计 量 (unbiased estimation)。 否 则 , 称 为 有 偏 估 计量 , 且 称 EÔ 一 0 为 估 
计量 的 偏差 。 

无 偏 估 计 的 实际 意义 在 于 : 当 一 个 估计 量 被 大 量 重复 使 用 时 ,其 估计 值 在 未 知 参数 的 
真实 值 附近 波动 ,并且 若 这 些 估计 值 的 理论 平均 值 等 于 被 估 参 数 ,说 明 无 系统 偏差 , 即 用 6 
估计 4 不 会 偏 大 或 偏 小 ,无 偏 性 是 评价 估计 量 好 坏 的 重要 标准 。 

【 例 1] 设 总 体 X 服从 任意 分 布 , 且 E(X) =p, D(X) =P, X, X230 X, 是 来 自 总 体 
的 样本 。 证 明 :〈1) 样 本 均值 X 是 总 体 均值 w 的 无 偏 估计 量 ; (2) 样 本 方差 S: = 


1 Ух, Ху 是 总 体 方差 o 的 无 偏 估计 量 。 


e= 1 
证 明 D h X = + 21 X49 
іші 
ЕС) Е1Ух,) LYYECO = 
i=l ізі 


即 样本 均值 X 是 总 体 均值 w 的 无 偏 估 计量 。 
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а? 


п 


(2) D(X) ph- хх) LS pep = 
= =: 

根据 DO(X)= ECX2)—[ECX) 3 可 得 
E(X?) = D(X) + [E(X)J = Фа, 


E(X?) = D(X) +[E(X Т = о +, 
于 是 


ECS?) Eha DJ- EÈ nX?) 


=a [2 ED nE(X°)] — [2 F) (= і 41 
кеі a 
即 样本 方差 S* = 二 > ) (X, 一 ХӘ КОГ o 的 无 偏 估计 量 。 
i=1 
ж 由 于 


E4 сх хх) s= hÈ cx xy] 


一 1 1% 一 1 
Т [12% х |=" PEP, 
所 以 二 > X, 一 X 是 总 体 方差 MAR, 
i=1 
正 因为 了 CX, 一) 是 总 体 方差 的 无 偏 估计 量 , 所 以 通常 情况 下 把 样本 方差 
ізі 


S 定义 为 LPa- 

【 例 2】 E XiXe X, 是 来 自 总 体 X 的 样本 ,X 是 样本 均值 ,S: 是 样本 方差 ,是 
E(X) 二 ,D(X) 二 o* 。 确 定常 数 c. 使 得 X* 一 cS? 是 ye 的 无 偏 估计 量 。 

解 ” 因 为 要 使 X? 一 cS? 是 ye 的 无 偏 估计 量 , 即 E(X? 一 cS?) 二 J 。 而 


2 
E(X?) = D(X)+[E(X)J = Has ECS) = 2, 
于 是 有 
E(X? — cS?) = E(X?) 一 cE(S2) Hæ — co = р, 


Mite 工 ,所 以 当 < LIN. X? cS 是 y 的 无 偏 估计 量 。 
7.22 ”有 效 性 


定义 2 R ÂX Xs X) F 0 (Х.Х. XO RAAR 0 的 无 偏 估计 量 , 如 果 
D(0,)<D(6,) , WJ # Â ж б, BR 
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有 效 性 的 意义 在 于 : 比较 两 个 无 系统 误差 的 估计 量 的 好 坏 时 ,就 是 看 哪 一 个 取 值 更 集 
中 于 待 估 参 数 真 值 的 附近 , 即 哪 一 个 估计 量 的 方差 更 小 。 

[B13] 设 X, ,XX,,…,X, 是 来 自 总 体 X 的 样本 , 且 总 体 X ЖЕН u NEN o, 
其 中 未知, 试 评价 y 的 两 个 估计 量 


Añ = X=- LX x m > 2) 8 À = X: T 2 жиі. 
i=j 
解 由 于 
БО ce 


(2 ғ) E(X) + E(X;) 
2 2 


所 以 ,六 与 о KE a 的 无 偏 估 计量 。 又 因为 
р) = D(X) = Е. р) = р 


(% ж) D(X D + D(X;) _ è 
2 4 g” 


HELL, 4 n>2 EDCA <D) M A E Z, 有效, 即 X = Ах, 更 好 些 。 
ӛзі 


7.22.3 一 致 (相合 ) 性 


估计 量 的 无 偏 性 和 有 效 性 是 在 样本 容量 确定 的 情况 下 来 讨论 的 ,一 个 估计 量 即 使 是 
无 偏 的 且 方 差 较 小 ,有 时 在 应 用 上 或 理论 上 还 嫌 不 够 ,还 希望 样本 容量 增加 时 ,估计 量 会 在 
某 种 意义 下 越 来 越 接近 被 估 参 数 , 越 来 越 准 确 地 估计 未 知 参数 ,因此 提出 评判 估计 量 优 劣 的 
第 三 个 标准 , 即 一 致 (相合 ) 性 。 

BEÔ, ,Xs ,…,X,) 为 未 知 参 数 9 的 估计 量 , 显 然 ӨСХ X:,…,X,) 与 样本 容量 ”有 
关 , 记 为 名。 对 于 未 知 参 数 0 的 估计 量 和 ,当然 我 们 希望 no2 时 ,名 的 取 值 与 9 的 误差 充分 
小 , 即 估计 量 0, 的 取 值 在 参数 9 的 附近 ,于 是 得 到 一 致 性 的 标准 。 


定义 3 设 久 (Xi,Xs，…,X,) 是 未 知 参数 0 的 一 个 估计 量 , 若 扩 依 概率 收 化 于 0, 即 对 
任意 的 e>0, 有 limP(| 扣 一 0|<e) 二 1, 则 称 信 (Xi1，Xs，…,X,) 为 未 知 参 数 0 的 一 致 (相合 ) 
估计 量 。 

一 致 估计 量 的 意义 在 于 : 只 要 样本 容量 足够 大 ,就 可 以 使 一 致 估计 量 与 参数 真实 值 之 
间 的 差异 大 于 е 的 概率 足够 小 ,估计 量 与 被 估 参 数 的 真 值 之 间 任 意 接近 的 可 能 性 越 来 越 大 。 

【 例 4】 设 总 体 X 服从 任意 分 布 , 且 E(X) = р. D(X) =P, Х.Х... X, 是 来 自 总 体 
的 样本 。 证 明 : 样本 均值 X 是 总 体 均值 w 的 一 致 估计 量 。 

证 明 因为 Xi Xoo X, 是 来 自 总 体 的 样本 ,所 以 随机 变量 Х,.Х,,<-, X, 相互 独 
立 , 且 具有 相同 的 数学 期 望 及 方差 , 即 ЕСХ,) = р. D(X) 5P (k=1,2,- п), ЕЖ 


(5.5) 式 ,对 任意 的 >0, 有 limP (| 十 也 X 4|<%) 1 所 以 X = 1 Уух, кін 
еа k=1 k=1 


于 Aw, 即 样本 均值 X 是 总 体 均 值 w 的 一 致 估计 量 。 
命题 1 设 有 为 9 的 一 致 估计 量 , 若 函数 g(0) 连 续 , 则 g(B,) 为 g(0) 的 一 致 估计 量 。 
注 上 述 性 质 常 称 为 一 致 估计 量具 有 不 变性 。 但 无 偏 估计 量 不 具有 不 变性 。 
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习题 7.2 

基础 是 

1. 设 Xi , X, ,--- X, 是 来 自 总 体 X ЮЖЕЖ.Н E(X) =p. а.а, s a, 是 任意 一 组 常 
数 , 当 > os = 1 时, 证明 Јах, 是 p 的 无 偏 估计 量 。 


2. Х.Х. Х.Х 是 取 自 正 态 总 体 N(p,o) 的 样本 , 试 证 下 列 统计 量 都 是 总 体 均值 
的 无 偏 估计 量 , 并 指出 在 总 体 方差 存在 的 情况 下 哪 一 个 估计 的 有 效 性 最 差 。 


"v 1 1 1 а 1 1 1 

D Ag Xi HXH X Ha X (2) АХАХА ХаХа: 
а 1 1 1 2 

(8 А-Х ХХХ. 


3. 设 总 体 服从 参数 为 4 的 泊 松 分 布 , 其 中 小 未 知 ,Xi ,Xs,…,X, 是 来 自 总 体 的 样本 , 求 
A 的 最 大 似 然 估 计量 丰 , 并 验证 不 是 的 无 偏 估计 量 。 
4. 设 6 是 参数 0 的 无 偏 估计 量 , 且 有 р) 20. Е e 不 是 FF 的 无 偏 估计 量 。 
提高 题 
1. 设 Х.Х, ,…,Xw 为 来 自 二 项 分 布 总 体 B(n,p) 的 简单 随机 样本 ,X 和 S? 分 别 为 样 
本 均值 和 样本 方差 。 车 入 十 AS: 为 np? 的 无 偏 估计 量 , 则 k= 
2. 设 XiXe Xn 是 总 体 X 一 NG o) 的 简单 随机 样本 , 记 
1 


n 


S? 


Хе lig, P=- Уо, Ф-Ж 
п i=1 п— 11-1 


OEH T ра 的 无 偏 估计 量 ; (2924 м -0,0- ІІМ, Ж ЮСТ). 
3. В, ,8 是 参数 0 的 两 个 相互 独立 的 无 偏 估计 量 , 且 D(8 )=2D(0,), КН 
kı Во 使 如 Bi 十 kB 也 是 9 的 无 偏 估计 量 , 且 使 它 在 所 有 这 种 形式 的 估计 量 中 方差 最 小 。 


7.3 区 间 估 计 


前 面 我 们 学 习 了 总 体 中 未 知 参 数 的 点 估计 及 估计 量 的 评价 标准 ,但 是 因为 估计 量 是 一 
个 随机 变量 , 随 样本 的 不 同 而 不 同 , 很 难 与 未 知 参数 完全 一 样 ,总 免不了 与 待 估 参 数 真 值 之 
间 存 在 着 差异 。 为 此 ,可 由 样本 构造 一 个 以 较 大 概率 包含 未 知 参数 的 一 个 范围 或 区 间 , 这 种 
带 有 概率 的 区 间 , 称 为 置信 区 间 (confident interval) 。 通 过 构造 一 个 置信 区 间 对 未 知 参数 进 
行 估计 的 方法 称 为 区 间 估 计 。 

定义 1 设 0 为 总 体 分 布 的 一 个 未 知 参 数 ,Xi XX, 是 来 自 总 体 的 样本 ,如 果 对 于 
给 定 的 参数 a(0 二 a 二 1) ,存在 两 个 统计 量 全 (Xi ,Xa ，…,X,), 思 (Xi,Xa，…，X,) ,满足 

PÂ, <0<6)-1-а. 

则 称 ( 负 ,名 ) 为 参数 0 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 间 , 称 局 , 久 分 别 为 置信 区 间 的 置信 下 限 
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和 置信 上 限 , 称 1 一 a 为 置信 水 平 (置信 和 度 )。 
区 间 估 计 的 意义 在 于 ,每 次 抽取 一 组 容量 为 n 的 样本 ,相应 的 样本 观测 值 确 定 一 个 区 间 


Ô .0,) ,这 个 区 间 可 能 包含 未 知 参 数 9, 也 可 能 不 包含 未 知 参数 9, 反 复 抽样 100 次 ,相应 得 
到 100 个 区 间 ,在 其 中 ,包含 未 知 参数 0 的 区 间 约 占 100(1 一 a) % ,不 包含 未 知 参数 9 的 区 间 
约 占 100a%。 如 果 a 二 0.05, 则 意味 着 在 这 100 个 区 间 中 ,包含 未 知 参数 9 的 区 间 约 占 
95% ,不 包含 未 知 参 数 9 的 区 间 约 占 5%。 

下 面 我 们 结合 例题 总 结 求 未 知 参 数 0 的 置信 区 间 的 步骤 。 

【 例 1] Ж ХМС, Xi. X... X, 是 来 自 总 体 X 的 样本 ,其 中 0 已 知 ,y 未 
知 , 试 求 y 的 置信 水 平 为 1 一 c 的 置信 区 间 。 


解 ” 由 6.3 节 定理 1 知 ,二 ~N(0,1), 所 以 选用 样本 函数 
а 


u=X— 
a/n 


对 于 给 定 的 w, 查 附 表 2 得 wa, 使 得 PCIU| 过 uw) 一 1 一 a, 即 由 e( паа) 

1-а ЕНИН ра 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 
(х +Z]. 

根据 本 节 例 1 可 以 总 结 出 求 置信 区 间 的 步骤 如 下 : 

(1) 寻求 一 个 关于 样本 Xi X... X, 的 函数 WW 二 W(X , 义 ,,…,X, ;0) , 它 要 满足 两 个 
条 件 : 第 一 ,W 中 包含 待 估 参 数 0 ,而 不 含 其 他 的 未 知 参数 ; 第 二 ,W 的 分 布 完 全 确定 。 

(2) 对 于 给 定 的 置信 水 平 1—a 908 W 的 分 布 定 出 两 个 分 位 点 a ,0 使 得 

Р(а < W(X,,Xxs,---, X. ;0) <b) = 1— а, 
(3) 若 能 从 a <w < b RENERE 0, <0<0,. оф À СХ, X... Xp) 


бХ, Хе ХО ВЕНЕ ЛА (ó, , 负 ) 即 为 参数 0 的 置信 水 平 为 1—a 的 置信 区 间 。 
下 面 分 别 讨论 正 态 总 体 均 值 与 方差 的 区 间 估 计 。 


7.3.1 单个 正 态 总 体 参 数 的 区 间 估 计 


МЖ XN (u), Xi X20 X, 是 X 的 样本 ,XX,S? 分 别 为 样本 均值 和 样本 方差 。 
Т. 均值 4 的 区 间 估 计 

对 总 体 均值 进行 估计 ,分 两 种 情况 ,一 种 是 oa 已 知 , 另 一 种 是 到 未知 。 

а» 当 方 差 o 已 知 时 ,总 体 均值 y 的 区 间 估计 

根据 本 节 例 1 得 均值 y 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 


区- 和 +. (7.1) 
п п 


а. D 式 也 可 记 为 [二 -全 ee ]。 


【 例 2] 由 过 去 的 经 验 知道 ,60 日 龄 的 雄 鼠 体重 服从 正 态 分 布 , 且 标准 关 a= 2. 1g, 今 
从 60 日 龄 雄 鼠 中 随机 抽取 16 只 测 其 体重 ,得 数据 (单位 : g) 如 下 : 
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20.3 21.5 22.0 19.8 22.5 23.7 25.4 24.3 
23.2 26.8 18.7 21.9 24.4 22.8 26.2 21.4 
求 60 日 龄 的 雄 鼠 的 体重 均值 y 的 置信 水 平 为 95% 的 置信 区 间 。 
解 ” 因为 1 一 a 二 0.95, 所 以 a 为 0.05, 查 附 表 2 得 ио оз 1. 96. 
又 根据 已 知 求 得 二 22. 806 ,所 以 均值 的 置信 水 平 为 95% 的 置信 区 间 为 
(22. 806—1. 96x 2.2. 806 +1. sx) 即 (21.78,23.84) 。 


V16 
D 当 方 差 ”未知 时 , 求 均值 上 的 区 间 估 计 。 


= иси -Х-в 
H 6.3 节 定理 1 г ТР. t(n 一 1) , 故 选用 样本 函数 :一 4 


对 于 给 定 的 ,可 查 附 表 4 得 ts(n 一 1) ,使 得 РС ео (0—10) = 1 а, ВН 
ғ tae (n р<Х- E < i ln Dj-1 m 


S/n 
解 出 当 方 差 a 未 知 时 ,均值 y 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 
(x зто DX + ten р). (7.2) 


оозана). 


【 例 3] 某 厂 生产 的 零件 质量 ХМ ог ) , 今 从 这 批零 件 中 随机 抽取 9 个 , 测 得 其 质 
量 ( 单 位 : g) 为 
21,1 01% 21.4 2,5 21% 21.7 21,4. 站 21,6 
WE BAKEA 95 ННІ F , 求 参数 ра 的 置信 区 间 。 
解 ” 因 为 1 一 a 二 0.95, 所 以 a 为 0.05, 查 附 表 4 可 得 to.02s (8) 二 2. 306。 
又 由 已 知 可 求 得 二 21.4,s 二 0.1803, 所 以 均值 y 的 置信 水 平 为 95% 的 置信 区 间 为 


(a. 4—2, 306 х 1803 21,4 +2. зов х ЫЗ), ВП (21. 2614,21. 5386). 
2. 方差 о? 的 区 间 估 计 
在 此 只 讨论 均值 y 未 知 的 情况 。 


шөзтейіш-а- ОЗ. қ, о), аннан = 05, 


对 于 给 定 的 a, 可 查 附 表 3 得 0 一 Xez п 1) а 1-а (n—1) ,使 得 
Ра<Х%<ы-1-а. 


< р) 1 一 a 解 得 方差 的 置信 水 平 为 1 一 a йу 


即 由 Р(х р<905 

信 区 间 为 
E wam: (п — 105! ) 
na Ба — a] (7.3) 
Хаг (п — 1) А-а (п – 1) 

均 方差 o 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 


=== 2 k= 2 
БЕ DS J G= DS ! көр” 
Ха» (n— 1) Х-а2 (п — 1) 


【 例 4] 某 旅 行 社 随机 访问 了 25 名 旅游 者 ,得 知 平均 消费 额 工 一 80 元 ,样本 标准 差 ;一 


12 元 ,已 知 旅游 者 消费 额 X— N (uo? ) : 求 旅游 者 平均 消费 额 wk 和 方差 c 的 置信 水 平 为 95% 
的 置信 区 间 。 

解 ” 因为 1 一 a 二 0.95, 所 以 a 为 0.05, 查 附 表 4 可 得 to.02s (24) =2. 0639. 

又 由 已 知 二 80,s 二 12,n 二 25, 所 以 均值 y 的 置信 水 平 为 95% 的 置信 区 间 为 


12 12 
80 — 2. 0639 Х-,<-.804-2.0639Х---|, Вр (75.09,84.95). 
[ V25 | И 


LAH 8 =12 ,n=25, ҢІН 3 可 得 Хо. 025 (24) = 39. 364 和 Хо. (24) =12. 401, 所 以 方差 c 
的 置信 水 平 为 95% 的 置信 区 间 为 


(Je Dona r 即 (9.36,11.61) 


39. 364 12. 401 


7.3.2 两 个 正 态 总 体 参 数 的 区 间 估 计 


在 实际 问题 中 ,我们 常常 需要 对 两 个 正 态 总 体 的 均值 差 或 方差 比 给 出 区 间 估 计 。 现 假 
设 总 体 ХМ sof) ,Xi X250 Xn ЕХ WHER , ЖУ МС oz), Yi ,Ya ，…Y。 是 了 
的 样本 , 且 两 总 体 相互 独立 。 

1. 两 个 正 态 总 体 均值 差 u, — и; 的 区 间 估 计 

(1) 当 两 个 总 体 方差 of 与 吕 已 知 时 ,py 一 pz 的 区 间 估计 。 


由 6.3 节 定 理 2 知 , 当 有 F, 旨 已 知 时 ,4 二 < 一 ?二 (的 一 Lz) NC0,1), 故 选用 样本 函数 


Ga 
тот 
-Х-Ү-(ш-м) 
u= . 
4,4 
т 
对 于 给 定 的 а. ІН 2 得 ua E Pul <и) =1—а, Н 
Р ал СА ӨЗ а-в 2-ші, 1 一 wa 
4,4 
n m 


解 出 py 一 2 的 置信 水 平 为 1—a 的 置信 区 间 为 


7 
(х Lá 2 Р РЕ: FF а а). (7.5) 
ni т” n nz 


(7. 5) 式 也 可 记 为 [入 -7 二 TR 
2 


【 例 5】 欲 比较 甲乙 两 种 棉花 品种 的 优 劣 , 现 假设 用 它们 纺 出 的 棉纱 强度 分 别 服 从 正 
态 分 布 Nya +2. 187 N Cu ,1.762) ,试验 者 从 这 两 种 棉纱 中 抽取 容量 分 别 为 200 和 100 
的 样本 ,其 均值 分 别 为 工 一 5. 32,y 一 5. 76.002 y о 的 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 。 

М ”因为 1 一 x=0.95, 所 以 为 0.05, 查 附 表 2 19 и. = ио оз = 1. 96. ТИ pı — y 的 置 
信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 为 


2.182 11.76! ИЕЛЕР | 1-76” 
= 3 . 96.5. w: š LS 
200 АР 100 X 1. 96,5. 32 — 5.76 + 2007 100 


(5 32 — 5.76 хів), 


即 (一 0. 8986.0. 0186). 
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D 当 两 个 总 体 方差 i50 且 均 未 知 时 ,pu 一 pa 的 区 间 估计 。 


由 6. 3 WEM 2 A, 40—00° HRA t ADTA tm 2. 
+ 


m 


m 


(ХҮ) (а и) (т — DSLT 0, —D S; 
1 1 ,其 中 S, піп —2 


故 选用 样本 函数 t 


Su 


тот 

对 于 给 定 的 a, 查 附 表 4 得 г, (п Ап, — 2) ,使 得 P(|:| <, m +n, —2))=1—a, Р 

(X — Y) — (а — 
s, /二 十 二 

m m 


由 上 式 解 出 ра 一 py 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 


(х-%-5. la нн ВС Wa B. ТЕ Lm tm 2). 
m m m т 


а.ө 
т. 6) 式 也 可 写成 +, /E+ bm +n >]. 
1 2 


【 例 6] 假定 在 某 学 校 随机 抽查 83 位 男生 和 65 位 女生 ,调查 他 们 一 天 的 睡眠 时 间 ( 单 
位 : h) ,通过 调查 并 计算 得 83 位 男生 和 65 位 女生 平均 睡眠 时 间 分 别 为 工 一 7. 02,y 一 6.55， 
样本 均 方差 分 别 为 sg 二 1.75,sx 一 1.68, 假 设 男女 睡眠 时 间 均 服从 正 态 分 布 且 两 总 体 方差 
相等 , 求 男女 睡眠 时 间 均 值 差 jy 一 ys 的 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 。 
М 因为 1 一 a 二 0.95, 所 以 a 为 0.05,m 二 83,ns 二 65, 查 附 表 2 可 得 и, о 二 1.96, 由 于 
t 分 布 中 自由 度 146 很 大 , 则 1,5 (146) ^и, 025 o 
—1) 1. 75 065—1) ХІ. 68: 


再 根据 中 一 1.75,sx =1. 68,1F3 s, = аа 1.7197, 
所 以 按照 (7.6) 式 可 得 pa рес 的 置信 水 平 为 0.95 的 置信 区 间 为 


= 121 = аш 
Сї 6.55 — 1.7197 X „gz се X 1.96,7.02 — 6. 55 + 1. 7197 X тъ хів), 


即 ( 一 0.09,1.03) 。 

2. 两 个 正 态 总 体 方差 比 of/o3 的 区 间 估计 

2 2 

由 6.3 节 定理 2 д, ча, 都 未 知 时 ,SA FCn 一 1,m 一 1), 帮 选用 样本 丽 数 
s 81/64 

ol /o ° 

对 于 给 定 的 ,可 查 附 表 5 8 b= Е. (т 1. по —1),a = Ез От —1,n, — 1) f# 48 
P(a<F<b)=1—a,l 


P(C—t,(m +m —2)) < É) 2 РЧР km =By = l =s 


P( Pen 二 р)-1 с. 
оі /0% 
HERH o/o 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 


07,7)! 


(š 1 Si 1 
5 Ег (т —1,m, — 1) ° S} Fia (m — lsn — p): 
【 例 7] 研究 由 机 器 A 和 机 器 B 生产 的 钢管 的 内 径 ( 单 位 : mm) ,随机 抽取 机 器 A 生 
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产 的 钢管 18 只 , 测 得 样本 方差 站 一 0. 34, 随 机 抽取 机 器 B 生产 的 钢管 13 只 , 测 得 样本 方差 

5 一 0.29。 设 两 样本 独立 , 且 机 器 A 和 机 器 B 生产 的 钢管 的 内 径 分 别 服 从 正 态 分 布 

Мр 0i), NC +02) ,这 里 moi ,po ,as 均 未 知 , 试 求 of/03 的 置信 水 平 为 0. 90 的 置信 区 间 。 
解 ” 因 为 1 一 a 二 0.90, 所 以 a 为 0.10, 查 附 表 5 可 得 Fo.os (17,12) 二 2.59, 而 


ы к 1 2-01 
ВС) рату — 538" 
很 2 / 2 P: pe sp. | 0,34 1 030 
于 是 ,由 (7.7) 式 可 得 i/o 的 置信 水 平 为 0. 90 км (0-6 х-1-,0-0 2, зв). 


即 (0. 45.2, 79), 
7.3.3 单 侧 置 信 区 间 


在 许多 实际 问题 中 ,有 时 我 们 只 对 参数 9 的 一 端的 界限 感 兴趣 。 例 如 ,9 是 一 种 物质 中 
某 种 杂质 的 百分率 , 则 我 们 只 关心 杂质 百分率 的 最 大 值 , 即 其 上 界 , 就 是 要 找到 这 样 一 个 统 
计量 = 多 Xi ,Xs，,…,X,) ,使 (9 过 分 的 概率 很 大 ,6 称 为 9 的 置信 上 限 。 又 例如 某 品牌 的 冰 
箱 ,我 们 当然 希望 它 的 平均 寿命 越 长 越 好 ,因此 我 们 只 关心 这 个 品牌 冰箱 的 平均 寿命 最 低 是 
多 少 , 即 关心 平均 寿命 的 下 限 。 
定义 2 HX XX, 为 从 总 体 X 中 抽取 的 样本 ,0 为 总 体 中 的 未 知 参数 。 若 存在 
抽 二 抽 (X1,Xs，…,X,) ,对 给 定 的 wa(0<a<<1) 有 
РФ>б)-1-а. 
则 称 从 为 参数 9 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 单 侧 置信 下 限 。 若 存在 钢 一 钢 (Xi ,Xs,…,X,) ,对 给 
定 的 a(0 二 a 二 1) 有 
РӨ<60-1-а. 
М0, 为 参数 0 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 单 侧 置信 上 限 。 
【 例 8】 假设 轮胎 的 寿命 服从 正 态 分 布 NCy.o?)。 为 了 估计 某 种 轮胎 平均 寿命 , 现 随 
机 地 抽取 12 只 轮胎 试用 , 测 得 它们 的 寿命 (单位 : 万 千 米 ) 如 下 : 
4.68 4.85 4.32 4.85 4.61 5.02 5.20 4.60 4.58 4.72 4.38 4.70 
试 求 平均 寿命 的 置信 水 平 为 0. 95 的 单 侧 置 信 下 限 。 
解 ”在 实际 问题 中 ,由 于 轮胎 的 寿命 越 长 越 好 ,因此 我 们 只 关心 这 种 轮胎 的 平均 寿命 最 
低 是 多 少 , 即 关心 平均 寿命 的 下 限 。 


选用 样本 函数 mi Eai. 由 P<t (n 一 1)) 二 1 一 a, 得 单 侧 置 信 下 限 为 
п 


i (7.8) 
n 


因为 1 一 a 二 0.95, 所 以 a 为 0.05, 查 附 表 4 可 得 如 (11) 一 1.7959。 
又 根据 已 知 可 求 得 二 4.709,s 二 0.0615, 所 以 均值 М 的 置信 水 平 为 95% 的 单 侧 置 信 下 限 为 


0.0615 
12 


表 7-1 列 出 了 正 态 总 体 均值 .方差 的 置信 区 间 与 单 侧 置 信和 限 (置信 和 度 为 1 一 a)。 


4.709 — X 1.7959 = 4.5806( 万 千 米 ) 。 
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基础 题 

1. 已 知 某 炼 铁 厂 的 铁水 含 碳 量 在 正常 生产 情况 下 服从 正 态 分 布 , 其 方差 吧 一 0. 1082, 
现在 测定 了 9 炉 铁 水 ,其 平均 含 碳 量 为 4. 484, 按 此 资料 计算 该 厂 铁水 平均 含 碳 量 的 置信 水 
平 为 0.95 的 置信 区 间 。 

2. 一 个 车 间 生产 滚珠 ,从 某 天 的 产品 里 随机 抽取 5 个 , 量 得 直径 (单位 : mm) 如 下 : 

14.6 15.1 14.9 15.2 15.1 
如 果 知 道 该 天 产品 直径 的 方差 是 0. 05 , 试 找 出 平均 直径 的 置信 区 间 (o 一 0. 05). 

З. 设 某 种 电子 管 的 使 用 寿命 服从 正 态 分 布 。 从 中 随机 抽取 15 个 进行 检验 ,得 平均 使 
用 寿命 为 1950h, 标 准 差 ;为 300h。 求 这 批 电 子 管 平均 寿命 的 置信 水 平 为 0.95 的 置信 
区 间 。 

4. 人 的 身高 服从 正 态 分 布 ,从 初 一 女生 中 随机 抽取 6 名 , 测 得 身高 (单位 : ecm) 如下: 

149 158.5 152.5 165 157 142 
求 初 一 女生 平均 身高 的 置信 区 间 。(e 一 0. 05) 

5. 随机 地 取 某 种 炮弹 9 发 做 试验 ,得 炮 口 速 度 的 样本 标准 差 ; 为 11m/s。 设 炮 口 速 度 
服从 正 态 分 布 N(y,o?)。 求 这 种 炮弹 的 炮 口 速度 的 标准 差 e 的 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 
区 间 。 

6. 有 一 批 糖果 , 现 从 中 随机 地 取 16 袋 , 称 得 重量 (单位 : g) 如 下 : 

506 508 499 503 504 510 497 512 
514 505 493 496 506 502 509 496 
设 袋 装 糖果 的 重量 近似 地 服从 正 态 分 布 NG(y,0?)。 

(1) 车 = 二 1, 试 求 总 体 均 值 w 的 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 ; 

(2) 若 吧 未 知 , 试 求 总 体 均值 w 的 置信 水 平 为 0.95 的 置信 区 间 ， 

(3) 求 总 体 标 准 差 o 的 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 。 

т. 从 一 批 灯泡 中 随机 地 取 5 只 做 寿命 测试 , 测 得 寿命 (单位 : h) 为 

1050 1100 1120 1250 1280 
设 灯 泡 寿 命 服 从 正 态 分 布 , 求 灯 泡 寿 命 平均 值 的 置信 水 平 为 0.95 的 单 侧 置信 下 限 。 

8. 2003 年 在 某 地 区 分 行业 调查 职工 平均 工资 (单位 : 元 ) 情 况 。 已 知 体育 .卫生 、 社 会 
福利 事业 职工 工资 X~N Ca ,218?); 文教 ,艺术 、 广 播 事业 职工 工资 Y 一 N(a , 2272), ЖЖ 
ЖХ 中 调查 25 人 ,平均 工资 为 1286 元 ; 从 总 体 Y 中 调查 30 人 ,平均 工资 为 1272 元 。 求 这 
两 行业 职工 平均 工资 之 差 的 置信 水 平 为 99% 的 置信 区 间 。 

9. 为 比较 甲 、 乙 两 种 型 号 子弹 的 枪 口 速 度 (单位 : cm/s) ,随机 地 抽取 甲 型 子弹 10 发 ， 
得 到 枪 口 速度 的 平均 值 z= 二 500, 标 准 差 % = 1. 10。 随 机 抽取 乙 型 子弹 20 发 ,得 到 枪 口 速 
度 的 平均 值 z, 二 496, 标 准 差 s, = 1. 20, 假 设 两 总 体 可 认为 分 别 近 似 地 服从 正 态 分 布 ,X 一 
МО ,oa),Y 一 NG so2) , 且 由 生产 过 程 可 认为 方差 相等 , 求 两 总 体 均 值 差 yo 一 yo 的 置信 水 
平 为 0.95 的 置信 区 间 。 
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10. 某 自动 机 床 加 工 同 类 型 套 简 ,假设 套 简 的 直径 (单位 : mm) 服 从 正 态 分 布 ,从 两 个 
班次 的 产品 中 各 抽验 5 个 套 简 ,测量 它们 的 直径 ,得 如 下 数据 : 

А BE; 2.066 2.063 2.068 2.060 2.067 

BE: 2.058 2.057 2.063 2.059 2.060 
АТТ ЕТП ТӘЖІН BL £ BJ Jy 2 НИ o /o; 的 置信 水 平 为 0. 90 的 置信 区 间 和 均值 差 jy 一 po 
的 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 。 

提高 题 

1. 设 Xi Xos X, 为 来 自 总 体 N so ) 的 简单 随机 样本 ,样本 均值 工 一 9. 5,29 а 
信 度 为 0. 95, 双 侧 置信 区 间 的 置信 上 限 为 10.8, 则 /置信 度 为 0. 95 的 双 侧 置信 区 间 为 ( Je 

2. 设 随机 变量 X 服从 正 态 分 布 N (u8) u 未知 , 现 有 X 的 10 AWR rsrs 


10 
ma BAE = а = 150. 
іті 


(1) 求 的 置信 度 为 0.95 的 置信 区 间 及 其 长 度 ; 

(2) 要 想 使 置信 度 为 0. 95 的 置信 区 间 长 度 不 超过 1, 观 察 值 个 数 最 少 应 取 多 少 ? 

(3) WR n= 二 100, 那 么 区 间 (z 一 1,z 十 1) 作 为 的 置信 区 间 时 ,置信 和 度 是 多 少 ? 

3. A.B 两 个 地 区 种 植 同一 种 型 号 的 小 麦 . 现 抽取 了 19 块 面积 相同 的 麦田 ,其 中 9 块 属 
于 地 区 A, 另 外 10 块 属于 地 区 B, 测 得 它们 的 小 麦 产量 (单位 : kg) 如 表 7-2 所 示 。 

表 7-2 


地 区 A 100 105 110 125 110 98 105 116 112 


地 区 B 101 100 105 115 111 107 106 121 102 92 


设 地 区 A 的 小 麦 产量 X~N о) ,地 区 B 的 小 麦 产量 Y 一 Na ,o2 ) ,ma ро а 均 未 
知 。 试 求 这 两 个 地 区 小 麦 的 平均 产量 之 差 ро 的 置信 度 为 90% 的 置信 区 间 。 

4. 某 公司 的 管理 人 员 为 了 考查 新 旧 两 种 工艺 生产 的 电炉 质量 ,他 们 随机 抽取 的 新 工艺 
和 旧 工 艺 生产 电炉 的 数量 分 别 为 31 个 和 25 个 , 测 其 温度 ,其 样本 方差 分 别 为 si = 75.52 = 
100。 设 新 工艺 生产 电炉 的 温度 ХМС ,9), 旧 工艺 生产 电炉 的 温度 了 一 N (as ,3), 试 求 
оі /о5 BJ BL [B zk >É 95 ІМ BL Iñ PC la] , 
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1. 设 Xi ,X:,…,X, 是 来 自 总 体 X 的 样本 ,zi ,zs,…,z, 是 样本 观测 值 ,总体 X 的 概率 
密度 函数 为 
二 -起 
30 = 97% 4. х2 0, 
Ds FAP 
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求 未 知 参数 0 的 矩 估 计量 和 最 大 似 然 估 计量 。 
2. 设 总 体 X 的 概率 分 布 为 


x | 1 2 3 


m” | в 20(1-0 (1-0 


其 中 9 是 未 知 参数 ,已 知已 取得 样本 值 zi 一 1,z 一 2,zs 一 1,zt 一 3,z5 一 3。 求 参数 0 的 矩 估 
计 值 和 最 大 似 然 估 计量 。 

3. 设 X, ,X,，,…,X, 是 来 自 总 体 X 的 样本 ,zi,zs,…,zw 是 样本 观测 值 ,总 体 X 的 概率 
密度 函数 为 Рзд e 2,020. 0.x 未知 , 求 未 知 参数 9,y 的 最 大 似 然 估 
计量 。 

4. W Xi, Xos X. 是 来 自 正 态 总 体 N (jy,o) 的 样本 , 试 适当 选择 c, 使 S: = 


а! 
c2) (Xin XY 是 0 的 无 偏 估 计量 。 
i=1 


5. 设 Xa Xose Xa 是 来 自 服从 均匀 分 布 吕 [ 4 一 上 ,+ 二 ] 的 总 体 的 样本 ,证 明 ó, = 


LD Xi = 1 max(X,) + min (X,)) 都 是 6 的 无 偏 估计 量 , 且 勾 iz Ó, 有效。 
2 <<, 1<i<n 


nl 

б. 设 一 批零 件 的 长 度 (单位 : cw RAES N) ,其 中 mo 均 未 知 。 先 从 中 随 
机 抽取 16 个 零件 , 测 得 样本 均值 二 20, 样 本 标准 差 s= 1.:R y 的 置信 水 平 是 0. 90 的 置信 
区 间 。 

7. 某 种 清漆 的 9 个 样本 ,其 干燥 时 间 ( 单 位 : hb) 分 别 为 

6.0 5.7 5.8 6.5 7.0 6.3 5.6 6.1 5.0， 

设 干燥 时 间 总 体 服从 正 态 分 布 NG ,o ) 。 

(1) 车 o=0.6, 求 总 体 均值 的 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 。 

(2) Жо 未知 , 求 总 体 均 值 wx 的 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 。 

8. 高 速 公 路 上 汽车 的 行驶 速度 (单位 : m/s) 服 从 正 态 分 布 , 现 对 汽车 的 速度 独立 地 做 
了 5 次 测试 ,计算 得 样本 方差 站 一 0. 09。 求 汽车 速度 的 方差 сг 的 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 
区 间 。 

9. 为 了 估计 一 件 物体 的 质量 y, 将 其 称 了 10 次 ,得 到 的 质量 (单位 : g) 为 

10.1 10 9.8 10.5 9.7 10.1 9.9 10.2 10.3 9.9 

假设 所 称 物体 的 质量 服从 正 态 分 布 N Co) , 求 该 物体 质量 y 的 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 
区 间 。 

10. 某 自动 包装 机 包装 洗衣 粉 , 其 质量 服从 正 态 分 布 , 今 随 机 抽查 12 袋 , 测 得 质量 ( 单 
位 : g) 分 别 为 

1001 1004 1003 1000 997 999 1004 1000 996 1002 998 999 

(1) 若 已 知 对 一 8, 求 六 的 置信 水 平 为 95%% 的 置信 区 间 ; 

(2) 车 未知 时 , 求 p 的 置信 水 平 为 95% 的 置信 区 间 ; 

(3) Жо 的 置信 水 平 为 95% 的 置信 和 区间。 
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11. 假设 0. 50,1. 25,0. 80,2. 00 都 是 来 自 总 体 X 的 样本 值 , 已 知 Y 一 InX 服从 正 态 分 
H N1). R: 

(1) X 的 数学 期 望 E(X)( 记 ЕСХ) b); 

(2) + 的 置信 水 平 为 0.95 的 置信 区 间 ; 

(3) 利用 上 述 结果 求 5 的 置信 水 平 为 0.95 的 置信 区 间 。 

12. 研究 两 种 固体 燃料 火箭 推进 器 的 燃烧 率 ( 单 位 : cm/s) , 设 两 者 分 别 服从 正 态 分 布 
ХМ 01) Y Мо ,3), 并 且 已 知 燃烧 率 的 标准 差 均 近似 为 0.05, 取 样本 容量 为 n = 
nz 二 20, 得 燃烧 率 的 样本 均值 分 别 为 zi = 二 18,xs 二 24, 设 两 样本 独立 , 求 两 燃烧 率 总 体 均值 差 
ра ро 的 置信 水 平 为 0. 99 的 置信 区 间 。 
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假设 检验 


第 7 章 学 习 了 统计 推断 的 一 个 重要 问题 一 一 参数 估计 。 本 章 将 介 
绍 统计 推断 的 另 一 个 重要 问题 一 一 假设 检验 (hypothesis testing)。 假 设 
检验 就 是 根据 样本 所 提供 的 信息 及 适当 的 统计 量 , 对 关于 总 体 的 分 布 或 
总 体 中 未 知 参数 所 提出 的 假设 作出 接受 还 是 拒绝 的 决策 过 程 。 


8.1 假设 检验 的 基本 概念 


8.1.1 问题 的 提出 


先 看 两 个 简单 的 例子 。 

【 例 1】 将 一 枚 硬币 抛 100 次 光正 面 ?出 现 60 次 , 问 这 枚 硬币 是 否 
匀称 ? 

车 *X=1” 和 *X==0” 分 别 表 示 “ 出 现 正 面 * 和 “出 现 反 面 ", 要 判断 这 
枚 硬币 是 否 匀称 , 即 要 检验 总 体 X 是 否 服从 p= 二 0.5 的 0-1 分 布 。 这 个 
问题 是 总 体 的 分 布 未 知 ,对 总 体 分 布 的 假设 检验 问题 。 

【 例 2】 某 车 间 用 一 台 打 包机 包装 糖 , 设 包 得 的 袋 装 糖 重 服 从 正 态 
分 布 。 长 期 实践 表明 ,标准 关 a= 106. 当 机 器 工作 正常 时 ,其 均值 为 
500g。 为 检验 某 天 打包 机 是 否 正常 ,从 该 天 所 包装 的 糖 中 任 取 16 袋 , 称 
得 其 样本 平均 值 为 510g, 问 这 天 的 打包 机 工作 是 否 正常 ? 

设 包 得 的 袋 装 糖 重 为 X, 则 X 服从 正 态 分 布 N (jy,o) 且 o 二 10, 要 判 
断 该 天 的 打包 机 工作 是 否 正常 ,就 是 要 判断 这 一 天 打包 机 的 袋 装 糖 重 X 
的 均值 是 否 等 于 500g, 即 是 要 检验 假设 w= 500 是 否 正确 。 这 个 问题 
是 在 正 态 分 布 总 体 方差 已 知 时 ,对 总 体 均值 的 假设 检验 问题 。 

假设 检验 分 为 参数 假设 检验 和 非 参 数 假设 检验 。 如 例 2 中 ,总 体 分 
布 形式 已 知 时 ,对 总 体 中 未 知 参数 作 的 假设 进行 的 检验 称 为 参数 假设 检 
验 , 和 否则 称 为 非 参数 假设 检验 。 如 例 1 中 总 体 的 分 布 类 型 未 知 时 ,对 总 
体 是 否 服从 p=0.5 的 0-1 分 布 进行 检验 ,就 属于 非 参 数 假设 检验 问题 。 
本 书 只 讨论 参数 假设 检验 。 
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8.1.2 假设 检验 的 基本 思想 


在 例 2 中 问 这 天 的 打包 机 工作 是 否 正常 ,这 一 问题 转化 为 提出 假设 
Ho: = ро = 500, Hi:p Æ ро = 500, (8.1) 

其 中 H, 称 为 原 假设 (null hypothesis), H, 称 为 备 择 假设 (alternative hypothesis)。 如 果 
Ho 成 立 , 即 接受 /一 500, 就 说 明 这 天 的 打包 机 工作 正常 ,否则 就 不 正常 。 例 2 要 回答 的 问 
题 就 是 ,对 提出 的 两 种 对 立 假设 进行 判断 ,是 接受 H, ЖЕН, 。 为 了 要 完成 上 述 一 判断 , 需 
要 提出 一 个 合理 的 法 则 ,根据 这 个 法 则 可 以 作出 接受 H, 还 是 拒绝 H, 的 判断 。 

由 于 要 检验 的 假设 (8. 1) 式 中 涉及 总 体 均值 w, 故 首先 想到 是 否 可 以 借助 样本 均值 X 这 
一 统计 量 来 进行 检验 。 已 经 知道 ,X 是 y 的 无 偏 估计 量 , 样 本 均值 X 的 大 小 在 一 定 程度 上 
反映 总 体 均值 w 的 大 小 。 因 此 ,如 果 假 设 H, 为 真 , 则 X 与 500 的 偏差 |1XX 一 500| 一 般 不 应 
该 太 大 , 若 |X 一 500| 过 大 ,就 有 理由 怀疑 原 假设 Ho 的 正确 性 而 拒绝 Но. ВЧ Ho 为 真 时 ， 
可 适当 选 定 一 正 数 k, 事 件 {|X 一 500| 宇 k) 应 该 是 一 个 小 概率 事件 ,一 般 用 一 个 很 小 的 正 数 
a 来 描述 其 发 生 的 概率 ,根据 小 概率 事件 原理 ,概率 很 小 的 事件 在 一 次 试验 中 是 不 可 能 发 生 
的 ,如 果 在 一 次 试验 中 小 概率 事件 竟然 发 生 了 , 则 认为 该 事件 的 前 提 条 件 值 得 怀疑 , 若 当 
H, 为 真 时 ,如 果 根 据 的 观测 值 z ,计算 出 |z 一 500| 三 &, 则 有 理由 认为 原 假设 H, 是 不 成 
立 的 ,原因 是 在 一 次 试验 中 小 概率 事件 竟然 发 生 了 。 和 否则 ,只 能 接受 Н. 


由 于 当 H, 为 真 时 ,统计 量 U= 人 ~NC0,1), 所 以 衡量 | 一 500 | 的 大 小 可 归结 为 


O, n 
pne EO Lks EFDA ААТА чае ИМЕ ,确定 ,使 得 
6, np 
P(| X—500 |> # | H, 为 真 ) = о, 


z И 1х—5001 k \ 
н Ho yma. Бөтен e] ás 


由 标准 正 态 分 位 点 的 定 X = C was Ht tirat U 的 观测 值 u = 
Га Sun ,说 明 在 一 次 抽样 中 小 概率 事件 发 生 了 ,从 而 拒绝 态 ,。 反 之 ,就 接受 日 ,。 在 检验 
时 ,a 是 一 个 事先 给 定 的 很 小 的 正 数 ,由 于 a 很 小 ,一 般 取 0. 05,0. 02.0. 01 等 , 称 之 为 显著 
性 水 平 (significance level), —u ,us 称 为 临界 值 , |x| 三 xi 为 拒绝 域 ,|x| 志 xu 为 接受 域 。 
在 例 2 中 如 果 给 定 二 0.05, 查 附 表 2 得 ua = uoo = 1.96, M.r=510 和 c 一 10, 所 以 


Іші r À, Дио 二 1.96, 小 概率 事件 {1U| 宇 1. 96) ARRET ӘЙ 


有 理由 怀疑 原 假设 H, 的 正确 性 ,从 而 拒绝 原 假设 Н. 5 H, ,认为 这 天 的 打包 机 工作 不 
正常 。 


8.1.3 两 类 错误 


由 于 对 假设 作出 判断 的 依据 是 样本 ,也 就 是 由 部 分 来 推断 整体 ,因而 假设 检验 不 可 能 绝 
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对 正确 。 可 能 犯 的 错误 有 两 类 : 

(1) 原 假设 Ho 实际 为 真 ,而 检验 结果 认为 应 该 拒绝 H, , 称 这 种 错误 为 第 一 类 错误 ,或 
称 弃 真 错误 , 犯 第 一 类 错误 的 概率 记 为 РОНА Hi| Ho HA). 

(2) 原 假设 H, 实际 为 假 ,而 检验 结果 认为 应 该 接受 Ho, 称 这 种 错误 为 第 二 类 错误 ,或 
称 纳 伪 错 误 , 犯 第 二 类 错误 的 概率 记 为 РСВ Н.Н, 为 假 )。 

当然 在 确定 检验 法 则 时 ,希望 犯 这 两 类 错误 的 概率 同时 越 小 越 好 。 但 是 , 当 样 本 容量 固 
定时 ,减少 犯 一 类 错误 的 概率 , 则 会 增加 犯 另 一 类 错误 的 概率 。 若 要 使 犯 两 类 错误 的 概率 同 
时 减 小 ,可 增加 样本 的 容量 。 但 对 于 容量 给 定 的 样本 ,一 般 优先 控制 犯 第 一 类 错误 的 概率 ， 
让 它 的 概率 小 于 或 等 于 事先 给 定 的 显著 性 水 平 a, 称 这 种 检验 为 显著 性 检验 。 


8.1.4 假设 检验 的 基本 步骤 


通过 前 面 的 分 析 ,总 结 出 假设 检验 的 基本 步骤 ， 

(1) 根据 实际 问题 提出 原 假设 Ho 和 备 择 假 设 Н, 5 

(2) 选择 检验 统计 量 , 条 件 是 当 H, 为 真 时 , 它 的 分 布 要 完全 确定 ; 

(3) 对 于 给 定 的 显著 性 水 平 a, 查 表 得 临界 点 ,使 得 P( 拒 绝 H, | Ho 为 真 ) 二 a, 确 定 拒 
绝 域 ; 

(4) 求 检验 统计 量 的 观测 值 ,并 与 临界 值 作 比较 ; 

(5) 下 结论 : 若 统计 量 的 值 落 入 拒绝 域 , 则 拒绝 有 H, ,否则 ,接受 Ho。 


8.1.5 双 侧 检验 与 单 侧 检验 


在 (8.1) 式 中 , 原 假设 Ho зиро 二 500, 而 备 择 假设 Н, :py 关 pw = 500 表示 只 要 有 jp 
与 yyw 一 个 成 立 就 可 以 拒绝 Н, JERA |u| Suazo HF Ho 的 拒绝 域 在 概率 密度 函数 
曲线 的 两 端 , 故 称 为 双 侧 检验 。 

E Ho :u>p Hi зиро , 则 备 择 假设 只 有 /< po 成 立 , 称 此 检验 为 左 侧 检验 ; 

ж Ho uSp Hi y> , 则 备 择 假设 只 有 исро 成 立 , 称 此 检验 为 右 侧 检验 。 

左 侧 检验 和 右 侧 检验 统称 为 单 侧 检 验 。 在 对 具体 问题 的 假设 检验 中 ,是 采用 双 侧 检验 
还 是 单 侧 检验 ,应 根据 实际 情况 决定 。 


习题 8. 1 


基础 题 
1. 假设 检验 的 统计 思想 是 小 概率 事件 在 一 次 试验 中 可 以 认为 基本 上 是 不 会 发 生 的 ,该 
原理 称 为 > 
2. 在 作假 设 检验 时 ,容易 犯 的 两 类 错误 是 
3. 在 假设 检验 中 ,显著 性 水 平 a 表示 ( js 
A. Ho 为 假 ,但 接受 Ho 的 假设 的 概率 В.Н. 为 真 ,但 拒绝 Ho 的 假设 的 概率 
C. Ho 为 假 , 但 拒绝 H, 的 概率 D. 可 信和 度 
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4. 假设 检验 时 , 若 增 大 样本 容量 , 则 犯 两 类 错误 的 概率 (  )。 


A. 都 增 大 B. 都 减少 
C. 都 不 变 D. 一 个 增 大 一 个 减少 
提高 题 
1. 在 对 总 体 参 数 的 假设 检验 中 , 若 给 定 显著 性 水 平 , 则 犯 第 一 类 错误 的 概率 是 ( e 
А. 1 一 “ В. а С. а/2 D. 不 能 确定 
2. 已 知 总 体 X 的 概率 密度 函数 只 有 两 种 可 能 , 设 
L, баст, 2, ба, 
H, :f(ay = 1 2 Hi: f(a) = | 2 
о. ЖШ; 0， 其 他 。 
对 X 进行 一 次 观测 ,得 样本 Xi ,规定 当 БІЛДІ) Ho @ J| Ho W| H G a 和 有 
分 别 为 ( 


3. 设 总 体 服从 正 态 分 布 Nuso), Х.Х. X, 是 总 体 X 的 简单 随机 样本 , 据 此 样本 
检测 : 
假设 : Ho u= po s Н, изно . MC Js 
A. 如 果 在 检测 水 平 a=0.05 下 拒绝 Ho ,那么 在 检测 水 平 a=0. 01 下 必 拒 绝 Ho 
B. 如 果 在 检测 水 平 а=0. 05 下 拒绝 H, ,那么 在 检测 水 平 a =0.01 下 必 接 受 H, 
C. 如 果 在 检测 水 平 а= 0. 05 下 接受 Ho ,那么 在 检测 水 平 a=0. 01 КЕ H, 
D. 如 果 在 检测 水 平 a=0.05 下 接受 H, ,那么 在 检测 水 平 a==0.01 下 必 接 受 Ho 
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由 于 实际 问题 中 大 多 数 随机 变量 都 服从 或 近似 服从 正 态 分 布 , 因 此 这 里 重点 介绍 正 态 
总 体 中 未 知 参数 的 假设 检验 。 


8.2.1 单个 正 态 总 体 均 值 u 的 假设 检验 


设 总 体 ХМ u), Х.Х... X, 是 X 的 样本 ,X,S? 分 别 为 样本 均值 和 样本 方差 。 
1. 方差 o2= oš 已 知 的 情形 
(1) 检验 假设 
Hoi = po» Hi: Z poo (8.2) 
8.1 节 已 经 讨论 过 当 H, 为 真 , 且 o 已 知 时 ,选择 检验 统计 量 u= а-ы». 
6, 


n 
对 于 给 定 的 显著 性 水 平 ,根据 PU | Sua) а, EMRK 2 得 临界 值 us。 计算 统计 量 
U WAWE u. Æ |u| >un WE Но; 否则 ,接受 HH,, 从 而 确定 拒绝 域 ( 参 见 图 8-1): 


[u| Zuazo 
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类 似 地 ,对 于 单 侧 检验 有 如 下 的 检验 方法 。 ЕА 
(2) 检验 假设 
Hg < ps H,:#> р. (8.3) 
在 假设 (8. 3) 中 , 当 H, 为 真 , 对 于 给 定 的 显著 性 水 平 
a RE РОЈ2и,) =a EMR 2 得 临界 值 ,从 而 确定 拒绝 “Q 4 
аса, (参见 图 8-2(a))。 ша oO а F 
(3) 检验 假设 g 
Най», Hi:p < р (8.4) 


在 假设 (8.4) 中 , 当 H, 为 真 , 对 于 给 定 的 显著 性 水 平 ,根据 PUS u) =а, Ж 2 
得 临界 值 一 uw, 从 而 确定 拒绝 域 u< — и, (参见 图 8-2(b))。 


ф(х) ф(х) 


ІРІЛІ 根据 长 期 经 验 和 资料 的 分 析 , 某 砖 瓦 厂 生产 砖 的 “ 抗 断 强度 ”X 服从 正 态 分 布 ， 
方差 到 一 1.21, 从 该 厂 产品 中 随机 抽取 6 块 , 测 得 抗 断 强度 为 : (单位 : kg/cm’) 
32.56 29.66 31.64 30.00 31.87 31.03 
检验 这 批 砖 的 平均 抗 断 强度 是 否 为 32. 50kg /cm2?? (a=0.05) 
解 ” 这 是 一 个 双 侧 的 假设 检验 。 
检验 假设 Ho: и-/ө--32.50.Н,:и»232.50. 


当 H, 为 真 时 ,选择 检验 统计 量 U=Ž NO, D ,对 于 给 定 的 显著 性 水 平一 0.05， 
С, п 


查 附 表 2 得 临界 值 wo.02s =1. 96 ,使 得 РОО 1221.96) =0. 05. M mi EJER |u| 221. 96. 


(8113—32. 5003 обои, 二 1. 96, 故 统计 量 U KIII u 
1.1//6 


落 入 拒绝 域 。 于 是 拒绝 H, , 即 不 能 认为 这 批 产 品 的 平均 抗 断 强度 为 32. 50kg/cm° 。 
2. 方差 o 未 知 的 情形 
设 总 体 Х--М(иьо9). Х.Х, ез X, ЕХ 的 样本 ,XX,S? 分 别 为 样本 均值 和 样本 方差 。 
(1) 检验 假设 


н Ех = 31. 13.070 lul 


Нан- ж» Hi: ро (8.5) 
当 H, HI, B. o 未 知 时 ,选择 检验 统计 量 Tl. 
n 
对 于 假设 (8. 5) , 当 H, 为 真 时 ,对 于 给 定 的 显著 性 水 平 ,根据 PET| Sta (2 一 1)) 一 
a, 查 附 表 4 得 临界 值 ez (2z 一 1) 。 计 算 统 计量 T 的 观测 值 z。 
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车 |t| 宇 twjs(n 一 1), 则 拒绝 Ho; 否则 接受 H, ,从 而 确 о) 
定 拒绝 域 ( 参 见 图 8-3) 
Із | 1). 
类 似 地 ,对 于 单 侧 检验 ,有 下 面 的 检验 方法 。 


(2) 检验 假设 Ее ИЗ 
Нан<%. Hi:p> po。 (8.6) = 
可 得 拒绝 域 ( 参 见 图 8-4(a) ) 为 =иал(п-1) O| иап(п-1) х 
-ю - 
t= = (а-- 1); 图 8-3 
Ti 
(3) 检验 假设 
Hoq s peu Hi:p < mo (8.7) 
可 得 拒绝 域 (参见 图 8-4(b) ) 为 == < 0, (n1). 
s/n 
го) 249) 
a a 
от) x п) O| т 
(а) (b) 
图 84 


[0] 2] 从 某 年 的 新 生 儿 ( 女 ) 中 随机 地 抽取 20 个 , 测 得 其 平均 体重 为 3160g ,样本 标准 
差 为 300g, 而 根据 过 去 统计 资料 ,新 生 儿 体重 可 看 成 服从 正 态 分 布 , 且 平 均 体 重 为 3140g , 若 
给 定 a 二 0.01, 问 现在 与 过 去 的 新 生 儿 总 体 有 无 显著 差异 ? 

Ж 用 X 表 示 该 年 所 有 新 生 儿 体重 , 则 X 一 NGz, 吧 )。 本 题 所 提出 的 问题 就 是 一 个 方 
差 未知 时 , 正 态 总 体 均值 的 假设 检验 问题 。 

检验 假设 

Ho: p = ро = 3140, Hi:p Z 3140, 


当 H, 为 真 时 ,选择 检验 统计 量 Т X (9), 
S/n 


对 于 给 定 的 显著 性 水 平 a, 查 附 表 4 RAE toos (19) = 2. 8609 ,使 得 P(| T| 2. 8609) = 

0.01, 从 而 确定 拒绝 域 |21222. 8609. 
= У 3160—3140 

НЕ 1.2 =3160,s=300,jF% T KWM l= 1 а [= 
із (19) =2. 8609, 统 计量 Т 的 观测 值 落 入 接受 域 , 则 接受 H, BIA A Bl fE У ЕЕ 
儿 体 重 没有 显著 差异 。 

【 例 3] 某 部 门 对 当前 市 场 的 价格 情况 进行 调查 ,以 鸡蛋 为 例 , 所 抽查 的 全 省 10 个 集 
上 ,单价 (单位 : 元 /500g) 分 别 为 

3.10 3.18 3.34 3.82 3.30 3.16 3.84 3.05 3.90 3.31 


0.2981, HFI: < 
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已 知 往年 的 平均 单价 一 直 稳定 在 3. 25 元 /500g 左右 , 且 已 知 全 省 鸡蛋 单价 服从 正 态 分 布 
Мио?) ,在 显著 水 平 a= 0.05 F ,能 否认 为 全 省 当前 鸡蛋 单价 明显 高 于 往年 ? 
分 析 由 于 检测 的 目的 是 了 解 鸡蛋 单价 是 否 明显 高 于 往年 的 , 即 想 支持 3. 25, 因 
此 ,提出 的 假设 是 Ho: и<3.25.Н,. />3.25。 这 是 一 个 单 侧 的 假设 检验 问题 。 
К. Xi. X... X, HKA Мио?) ВЕЖ ог 未 知 , 对 这 类 问题 取 检 测 统计 量 为 
р С 
T= әл” 
在 Н, 成 立 的 条 件 下 ,X 越 大 , 则 越 不 利于 H... Iki T 有 变 大 的 趋势 ,因此 拒绝 域 在 右 
边 , 即 为 拒绝 域 W={T>i,(n 一 1))。 
最 后 根据 计算 出 来 的 + 值 ,看 样本 是 否 落 在 拒绝 域 W 内 , 若 落 在 拒绝 域 W 内 , 则 拒绝 
H ,否则 ,接受 Hoo 
解 (1) 提出 假设 Ho: и<<3.25.Н,: p>3.25。 


(2) 构造 统计 量 ,用 统计 量 те 


Е" 由 此 可 计算 出 010,23. 4,50. 3266, 由 此 


计算 出 t=1. 4524, 

(3) 确定 拒绝 域 。 

ТЕ Н, 成 立 的 条 件 时 ,给 定 显著 性 水 平 a 二 0.05, 查 表 可 得 tu (n 一 1) 二 to.0s (9) = 
1. 8331, 因 此 拒绝 域 为 W={T>t,(n 一 1)==1. 8331). 

(4) 得 出 结论 

由 于 /=1.4524€ W , 故 不 能 拒绝 H, , 即 鸡蛋 的 单价 较 往 年 的 没有 明显 上 涨 。 


8.2.2 单个 正 态 总 体 方差 o° 的 假设 检验 


在 此 只 在 均值 六 未 知 的 情况 下 ,考虑 三 种 关于 о? 的 检验 。 
(1) 检验 假设 

Н,:0 = 0, Н, :0 Z о. (8.8) 
щн, 为 真 时 ,选择 检验 统计 量 


_ 2 
š = i 
oo 


x 
对 于 假设 (8. 8) ,给 定 的 显著 性 水 平 ,根据 


POČ > Ma 一 1)) = 7 或 


fe 
РО? < Xia —1)) = +. 
查 附 表 3 得 临界 值 Xs (z 一 1) 0-а а 1) a a 
计算 X 的 观测 值 , 若 Y 2X C m < 2 = 
zig (1) жәе Хх 


Xia (za 一 1), 则 拒绝 Hos ЖІ. Hoo 
从 而 确定 拒绝 域 (参见 图 8-5) 为 图 8-5 
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z фа Ú 或 r Lfanan 19 
类 似 地 ,对 于 单 侧 检验 ,有 如 下 的 检验 方法 。 
(2) 检验 假设 
Ны 06, (Н, 0 20. (8. 9) 
可 得 拒绝 域 (参见 图 8-6(a) ) 为 
2 


2 
0 = T иа). 


о 


(3) 检验 假设 
Ho: 20, Hi:o < ol, (8.10) 
可 得 拒绝 域 (参见 图 8-6(b) ) 为 


= 2 
= eias 
69 


Је) 


xY 


人 (nl) 


(a) 
图 8-6 


【 例 4】 某 厂 生产 的 某 种 型 号 的 电池 ,其 寿命 (单位 : h) 长 期 以 来 服从 方差 外 二 5000 的 
正 态 分 布 。 现 有 一 批 这 种 电池 ,从 它 的 生产 情况 来 看 ,寿命 的 波动 性 有 所 改变 , 现 随 机 抽取 
26 只 电池 , 测 出 其 寿命 的 样本 方差 :二 9200, 问 根据 这 一 数据 能 否 推 断 这 批 电 池 寿 命 的 波 
动 性 较 以 往 的 有 显著 的 变化 (a==0.02)? 

мМ 这 是 一 个 关于 正 态 总 体 方差 的 双 侧 假设 检验 问题 。 

检验 假设 Ho :02 = 0 = 5000. Н, :0 525000. 

当 H, 为 真 时 ,选择 检验 统计 量 = "брор, 对 于 给 定 的 显著 性 水 平 a 一 
0. 02, 查 附 表 3 得 临界 值 Xu (25) 一 44. 314 IÈ Хо (25) =11. 524, 使 得 

P(X >44.314)=0.01 和 РО? <11. 524) =0.01, 


从 而 确定 拒绝 域 X >44. 314 È X <11. 524, 


> > 2 2 _25X9200 
计算 统计 量 кенін = 252992 


ht Z 的 观测 值 X 落 入 拒绝 域 , 则 拒绝 H, , 即 认为 这 批 电 池 寿 命 的 波动 性 较 以 往 有 显著 的 变化 。 


46, H F X = 4622.0 (25) =44. 314, 所 以 统计 


习题 8.2 


基础 题 
1. 设 总 体 X 一 NG ) , 待 检 的 原 假设 Ho 0° = 0 ,对 于 给 定 的 显著 性 水 平 a, 如 果 拒 绝 
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域 为 (X (n 一 1) ,十 cc=), 则 相应 的 备 择 假 设 Н, : ; 若 拒绝 域 为 (0.X-sCz 一 1D))U 


(从 (一 1), 十 cc), 则 相应 的 备 择 假设 H, : А 
2. 假设 总 体 X 一 NG ,8) ,jp 为 未 知 参数 ,Xi ,X;,…,X, 是 取 自 总 体 X 的 一 组 简单 随 


机 样本 ,其 均值 = 1 如 果 以 区 间 (一 1, 叉 十 1) 作 为 的 转 信 区 间 , 那 么 当 п 36 


时 ,置信 度 为 ,如 果 在 a 二 0.05 水 平 上 检验 Нан-а Hi изро. ЛІК C= 
{Cxi s223 sn): |X— y 1221. 96}, 则 样本 容量 应 取 $ 


3. 设 Xi ,Xs，…,X, ER H GIE X ~Ne j ЕЖ, t X = 1 Xx, Q = 
i=1 


У ох, 一 冯 ):， 其 中 参数 六 和 未 知 ,对 提出 的 假设 Hs :一 0, Hi 0 进行 检验 , 求 使 用 
іші 


的 统计 量 。 

4. 已 知 某 炼 铁 厂 铁 水 含 碳 量 服从 正 态 分 布 N(4. 55,0. 108: ) 。 现 在 测定 了 9 炉 铁水 ， 
其 平均 含 碳 量 为 4. 484, 如 果 估 计 方 差 没有 变化 ,可 否认 为 现在 生产 的 铁水 含 碳 量 仍 为 
4.55?(a 一 0.05) 。 

5. 某 零 件 的 尺寸 方差 为 @? 二 0.0025, 对 一 批 这 类 零件 检查 6 件 得 尺寸 数据 (单位 ;: 
тт): 14.7,15.1,14.8,15.0,15.2,14.6。 设 零件 尺寸 服从 正 态 分 布 , 问 这 批零 件 的 平均 尺 
寸 能 否认 为 是 15? (a=0.05) 

6. 设 某 次 考试 的 考生 成 绩 服从 正 态 分 布 , 从 中 随机 地 抽取 36 位 考生 的 成 绩 , 得 平均 成 
绩 为 66.5 分 ,样本 标准 差 为 15 分 , 问 在 显著 性 水 平 0. 05 下 是 可 和 否认 为 这 次 考试 成 绩 平均 
为 70 分 ? 

7. 假定 某 厂 生产 一 种 钢 索 , 它 的 断裂 程度 X( 单 位 : kg/cem2) 服 从 正 态 分 布 NC(p,40?)。 
从 中 选取 一 个 容量 为 9 的 样本 ,得 二 840。 能 否 据 此 样本 认为 这 批 钢 索 的 断裂 程度 为 800? 
(a=0. 05) 

8. 正常 人 的 脉搏 平均 为 72 次 /分 , 某 医生 测 得 10 例 慢 性 四 乙 基 铅 中 毒 患者 的 脉搏 
(次 /分 ) 如 下 : 54,67,68,78,70,66,67,70,65,69。 已 知 脉搏 服从 正 态 分 布 , 问 在 显著 性 水 
F a=0. 05 条 件 下 ,四 乙 基 铅 中 毒 者 和 正常 人 的 脉搏 有 无 显著 差异 ? 

9. 某 厂 产 品 需 用 玻璃 纸 做 包装 , 按 规定 供应 商 供应 的 玻璃 纸 的 横向 延伸 不 应 低 于 65。 
已 知 该 指标 服从 正 态 分 布 Nuo) o 一 直 稳定 于 5.5。 从 近期 来 货 中 抽查 了 100 个 样品 ， 
得 样本 均值 工 一 55. 06 ,试问 在 a=0. 05 水 平 上 能 和 否 接收 这 批 玻璃 纸 ? 

10. 某 元 件 的 寿命 X( 单 位 : hb) 服 从 正 态 分 布 N) ,pwo? 均 未 知 。 现 测 16 只 该 元 
件 的 寿命 ,算得 样本 均值 为 24. 50h ,样本 标准 差 为 98. 73h, 问 是 否 有 理由 认为 元 件 的 寿命 大 
于 225(h)? 

11. 某 电 工 器 材 厂 生产 一 种 保险 丝 , 测 量 其 熔化 时 间 ,假定 熔化 时 间 服 从 正 态 分 布 , 依 
通常 情况 方差 为 一 400, 今 从 某 天 生产 的 产品 中 抽取 容量 为 25 的 样本 ,测量 其 熔化 时 间 并 
计算 得 z= 二 62. 24,5 = 404. 77, 问 这 天 保险 丝 熔 化 时 间 分 散 度 与 通常 有 无 显著 差异 ? (а= 
0.05) 
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提高 题 

1. 某 市 历年 来 对 7 岁 男孩 的 统计 资料 表明 ,他们 的 身高 服从 均值 为 1. 32m、 标 准 差 为 
0. 12m 的 正 态 分 布 。 现 从 各 个 学 校 随机 抽取 25 个 7 岁 男孩 , 测 得 他 们 平均 身高 1. 36m, 若 
已 知 今年 全 市 7 岁 男孩 身高 的 标准 差 仍 为 0.12m, 问 与 历年 7 岁 男孩 的 身高 相 比 是 否 有 显 
著 差异 ( 取 a 二 0.05)。 

2. 微波 炉 在 炉 门 关闭 时 辐射 量 是 一 个 重要 的 质量 指标 。 某 厂 该 质量 指标 服从 正 态 分 
Ж N(j,0), 长 期 以 来 = 二 0.01, 且 均值 都 符合 不 超过 0. 12 的 要 求 ,为 了 检查 近期 产品 的 质 
量 ,抽查 了 25 台 , 测 得 样本 均值 为 X=0. 1203, 问 在 显著 水 平 a==0.05 时 , 炉 门 关闭 时 的 辐 
射 量 是 否 升 高 了 ? 

3. 美国 民政 部 门 对 某 种 住宅 区 住户 的 消费 情况 进行 的 调查 报告 中 抽出 9 户 样 本 ,其 每 
年 开支 除去 税 款 和 住宅 费用 外 ,依次 为 : 4. 9,5. 3,6.5,5.2,7.4,5.4,6. 8,5.4,6.3( 单 位 : 
千 元 ) 。 假 设 所 有 住户 消费 数据 的 总 体 服 从 正 态 分 布 。 若 给 定 一 0. 05 ,试问 : 所 有 住户 消 
费 数据 的 总 体 方差 到 一 0. 3 是 否 可 信 ? 


8.3 两 个 正 态 总 体 参 数 的 假设 检验 


8.2 节 我 们 学 习 了 单个 正 态 总 体 的 均值 或 方差 的 假设 检验 问题 。 实 际 问题 中 ,我 们 常 
常 需 要 对 两 个 正 态 总 体 的 参数 进行 比较 ,本 节 介绍 两 个 正 态 总 体 参数 的 假设 检验 。 

设 总 体 ХМ of) ,Xi1,X,，…，,X, 是 义 的 样本 ,总 体 Y~N Gps02),Y1 Уго 
是 Y 的 样本 , 且 两 总 体 相互 独立 。 


8.3.1 关于 两 个 正 态 总 体 均值 的 检验 
1. 两 个 总 体 方差 ot 与 o; 已 知 的 情形 


(1) 检验 假设 
Ho: pn = о» Hi: Z o (8.11) 
А 6 --ҮҘ-- — u) 一 
щн, уди юв = СХ z багад. ЮУ. O 
1 


аә Jea 

对 于 给 定 的 显著 性 水 平 a, 查 附 表 2 fl ЧА ио ,使 得 PU | Sua) =a, PE 581 ht 
U 的 观测 值 w, 若 |x| 三 vez ,统计 量 的 观测 值 落 入 拒绝 域 , 则 拒绝 Ho; 否则 ,接受 Ho, 从 而 
可 得 拒绝 域 |x| 三 we o 

【 例 1] 从 两 个 教学 班 各 随机 选取 14 名 学 生 进 行 数学 测验 ,第 一 个 教学 班 与 第 二 个 教 
学 班 的 测验 结果 如 表 8-1。 
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Ж 81 
第 一 个 教学 班 | 9! 80 76 98 95 92 90 9 80 92 98 92 9 100 


第 二 个 教学 班 | 90 91 80 92 92 94 96 93 95 69 9 92 94 96 


已 知 两 个 教学 班 数学 成 绩 均 服从 正 态 分 布 , 且 方差 分 别 为 57 和 53。 问 在 显著 性 水 平 
a=0.05 下 可 否认 为 这 两 个 教学 班 数学 测验 成 绩 有 差异 ? 
解 ” 设 第 一 个 教学 班 的 数学 成 绩 Ха ,6 ) ,第 二 个 教学 班 的 数学 成 绩 Y~N Ge val), 
根据 题 意 提出 检验 假设 Ho: ж-е ,Hi а = ° 
当 H, RN юан о ХҮ 


t бе 


一 N(0,1)。 对 于 给 定 的 显著 性 水 平 "一 


т n; 
0.05, 查 附 表 2 I ЧН и,:--и.о5--1.96.ЖНН ЖАН Ж|шіс>1. 96, 
已 知 中 一 57,o 一 53。 计 算得 元 一 90. 929,y 一 90. 286 ,所 以 


| u |= | 29.929 —90.286 | _ 0,229 < wo0 = 1.96, 


统计 量 的 值 未 落 入 拒绝 域 , 则 接受 Ho , n] À, iÁ ХР 4 # =Z DE 38 =Z N| 30 pü 28 12 +T 
差异 。 
以 上 是 当 两 个 总 体 方差 of j o 已 知 时 ,关于 两 个 正 态 总 均值 差 的 双 侧 假设 检验 ,对 于 
单 侧 的 假设 检验 ,使 用 的 假设 检验 统计 量 是 一 样 的 ,类 似 可 得 : 
(2) 检验 假设 
Ho: p < m. Hi: > р» 
得 拒绝 域 为 > uso 
(3) 检验 假设 
Ho: а > m» Hi: < ps 
得 拒绝 域 为 wu <— ua o 


2. 两 个 总 体 方差 of = o; 且 未 知 的 情形 
(1) 检验 假设 
Ho: n = в. Hi: Z wo (8.12) 


щен, HAN RRRA Т Хро n — 2), Аин 
Se а 
Ст 一 1)S + m- DS 
"° J m +n —2 з 

对 于 给 定 的 显著 性 水 平 a, 查 附 表 4 得 临界 值 xz (ni 十 ns 一 2) ,使 得 

PET| 2ta (m +n, —2)) =a, МТТ ЯН А |t| >t Cn 十 nz 一 2)。 

计算 1t| ,并 与 taz т +n, = DEER, E ltl Eta +n, — 2) ,统计 量 本 的 观测 值 落 入 
拒绝 域 , 则 拒绝 Н: 否则 ,接受 Ho. 

【 例 2〗 杜鹃 总 是 把 蛋 生 在 别 的 鸟巢 中 , 现 有 从 两 种 鸟巢 中 得 到 的 蛋 共 22 枚 ,其 中 9 
枚 来 自 同 一 种 鸟巢 ,13 枚 来 自 另 一 种 鸟 集 。 测 得 杜 鹏 和 蛋 的 长 度 ( 单 位 : mm) 如 表 8-2。 
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Ж 82 


Б 21.2 21.6 21.9 22.0 22.0 22.2 22.8 22.9 23.2 


33--Я! 19.8 20.0 20.3 20.8 20.9 20.9 21.0 21.0 21.0 21.2 21.5 22.0 22.0 


假设 两 个 样本 来 自 同方 差 正 态 总 体 , 问 当 显著 性 水 平 a==0. 1 时 , 杜 鹏 蛋 的 长 度 与 被 发 
现 的 鸟巢 不 同 是 否 有 关 ? 

解 ” 设 两 种 乌 集 中 杜 鹏 蛋 的 长 度 分 别 为 X,Y, 则 X~N(av,o3),Y~N(jw,03), 且 of 二 
Oo 根据 题 意 提出 假设 Hs: тш =, +H, ар o 


щн, 为 真 时 ,选择 检验 统计 量 T= ХҮ. рь 2), 


s, ПІ 
пу n 
ЖЕҢЕ 2--22.20.у--20.9539,52--0,4225,52--0,4377.5,--0. 6570 ,计算 检验 统计 量 
工 的 观测 值 |i| 1222-2020. 9539 | 一 4. 374。 


1 1 
0. 6570X 9113 


对 于 给 定 的 显著 性 水 平 一 0. 1 ,我 们 查 附 表 4 得 临界 值 to.os (20) = 1. 7247, It || = 
4. 37421005 (20) =1. 7247.818 T 的 观测 值 落 入 拒绝 域 , 则 拒绝 Ho , BIA A HE BS E HY K 
度 与 被 发 现 的 鸟 集 不 同 有 关 。 

以 上 是 当 两 个 总 体 方差 ot =o; 未 知 时 ,关于 两 个 正 态 总 体 均值 是 否 相 等 的 双 侧 假设 检 
验 。 如 果 是 单 侧 的 假设 检验 ,与 双 侧 假设 检验 使 用 的 假设 检验 统计 量 是 一 样 的 。 

(2) 检验 假设 Н,: pı Sp ,Hi:p 22, 

在 显著 性 水 平 < 下 ,根据 РСТ, (ni 十 ns 一 2)) 二 a, 得 拒绝 域 为 >t (ni 十 nz 一 2)。 

车 检验 假设 Ho: p >p; Hi :pm 二 pe ,在 显著 性 水 平 < 下 ,根据 РСТ t Оо ът = 2)) =а 
得 拒绝 域 为 :过 一 tm 十 ns 一 2)。 

[@J3] 为 了 考查 某 种 添加 剂 对 混凝土 预制 板 抗 压强 度 ( 单 位 : N/m? ) 的 影响 ,进行 如 
下 的 对 比试 验 : 甲 车 间 在 原 有 配料 的 基础 上 加 入 添加 剂 组 织 生产 , 乙 车 间 按 原 有 配料 生产 ， 
抽样 并 由 样本 数据 计算 得 到 : 

加 入 添加 剂 : т-17.2--216,5--5259; 

未 加 添加 剂 : 加 一 10,y 一 210,s 一 8750。 

设 两 总 体 均 服 从 正 态 分 布 ,X 一 Nu 05) У МС 05) А ої =05. ЕВ ЖЕКЕ а= 
0.05 下 ,试问 加 入 添加 剂 后 混凝土 预制 板 的 抗 压 强度 是 否 高 于 原 有 配料 下 预制 板 的 抗 压 
强度 ? 

ЖЕ ”根据 题 意 提出 假设 Ho: aZ: Н, зр ро о 


当 H, 为 真 时 ,选择 检验 统计 量 20 т Ба 2). 


са ый Da H ТЕ 
п т —2 т ; т 


ЕЖ т-17.2--216.51-5259; n =10, y =210,s4=8750. ЕЙ ОЮ TF Bt BJ И 


I 0.1862。 
O7- Dsi пор хато 1 11 
17--10-2 17710 


对 于 给 定 的 显著 性 水 平 a=0. 05 ,我 们 查 附 表 4 得 临界 点 to.os (25)=1.7081, H T t= 


(152) 第 3 草 [Бо 


0.186222 — toos (25) = — 1. 7081.9: T 的 观测 值 未 落 入 拒绝 域 , 则 接受 H, ,认为 加 入 添 
加 剂 后 混凝土 预制 板 的 抗 压强 度 高 于 原 有 配料 下 预制 板 的 抗 压强 度 。 


8.3.2 关于 两 个 正 态 总 体 方差 的 检验 


这 里 仅 讨论 yu ,yo ,of ,0 都 未 知 时 ,对 两 个 正 态 总 体 方差 的 检验 。 
(1) 检验 假设 
О Ни A e 


Р š „51/53 _ St 
当 Ho 为 真 时 ,选用 检验 统计 量 218—8 
对 于 给 定 的 显著 性 水 平 <, 可 查 附 表 5 得 临界 点 


Fm — lsn: — 1), Е,р(п.-і1,п,- 1), 


““Ейт-1.т5-1). 


使 得 РСЕ>Е,,(т 一 1 一 D)) 一 号 或 P(F<F,-.ai —1,n, =P= 


计算 检验 统计 量 下 的 观测 值 , 并 与 临界 值 作 比较 。 若 ЕЕ (mm 一 1 一 1) 或 下 过 
-ws 《mi 一 1,n2 一 1) ,统计 量 的 观测 值 落 入 拒绝 域 , 则 拒绝 Н; 否则 接受 H,( 参 见 图 8-7)。 


о/2 


<< М 5 
О F ал(т-1, т-1) Fa(m-l1,n=1) 


8-7 


关于 两 个 正 态 总 体 方差 的 单 侧 假设 检验 ,与 上 述 双 侧 假设 检验 使 用 的 假设 检验 统计 量 
是 一 样 的 。 
(2) 检验 假设 
Н,:01 < 0%. Hi: > oz, 
在 显著 性 水 平 下 ,根据 P(F 宇 F, (nm 一 1,ns 一 1)) 二 a 得 拒绝 域 ( 参 见 图 8-8(a)) 为 
Е>Е,(п.-1."-1). 
若 检验 假设 
Н,:0 29, Н, :0 <h. 
在 显著 性 水 平 下 ,根据 РЕСЕ „(т 一 1,ns 一 1)) 二 a 得 拒绝 域 (参见 图 8-8(b) ) 为 
Ғе<Ғ-.(т”-1.т”-10, 
【 例 4] 有 两 台 机 器 生产 同一 种 零件 .分 别 在 两 台 机 器 所 生产 的 部 件 中 各 取 一 容量 为 
т =14 Жл, =12 的 样本 , 测 得 部 件 质 量 的 样本 方差 分 别 为 5 二 15. 46 A 52 = 9. 66, 设 两 样 
本 相互 独立 ,在 显著 性 水 平 a=0. 05 下 检验 假设 
Hs: Lo, Hi: > 0. 
м 这 是 一 个 关于 两 正 态 总 体 方差 的 单 侧 假设 检验 问题 。 
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O| Fadm-l1, m1) Fam- nl) x 
(a) (b) 


图 8-8 


当 H, 为 真 时 , 远 用 检验 统计 量 FSF mm, FAEN a— 0.05, IA 
附 表 5 得 临界 值 Е,(13.11)--2.7614, 
计算 检验 统计 量 的 观测 值 一 1. 6004<2. 7614, 即 统计 量 的 观测 值 未 落 入 拒绝 域 , 则 接 


3 Ho. 
【 例 5] 为 了 考查 甲 , 乙 两 种 安 卢 药 的 药 效 , 现 独 立 观察 20 个 病人 ,其 中 两 种 药 各 有 10 
人 服用 ,以 X,Y 分 别 表示 病人 服 甲 乙 药 时 延长 的 睡眠 时 数 ,具体 数据 如 表 8-3。 


表 8-3 
x 4.6 4.4 4 01 一 01 0.8 5.5 1.6 1.9 3.4 
Үү) 0.8 0.6 0.1 1:2 02 3.4 8.7 0.7 0.0 2.0 


假设 X.Y 都 近似 地 服从 正 态 分 布 , 问 在 显著 性 水 平 a= 0.05 下 , 问 这 两 种 药物 疗效 有 
无 显著 差异 ? 

解 B ХМ 02), Мо 02) А1 2--2.33.у-0.75,51--4.01,%-3.20,Х 
是 两 正 态 总 体 方差 未 知 的 情况 下 ,检验 д 与 yo 是 否 相 等 的 问题 。 首 先 要 检验 两 总 体 的 方 
差 是 否 相等 。 

假设 Н, 101 =03 ,Hi 1013202. 


当 H, 为 真 时 ,选用 检验 统计 量 F ЗІ. Fen 1.5-1)-Е(9,9), ЕХЕ Й a= 
0.05,n[ # 5 得 到 临界 值 
ol = 


1 _ p _ 
maaa a be 


HIRSH = 1. 2531, H F 0. 2481< = 1. 2531<4. 03, 统 计量 未 落 


入 拒绝 域 , 则 接受 Ho , 即 认 为 两 总 体 方差 相等 。 
Á o=o; 时 ,检验 假设 : Ho: p ро. Hi: Æp o 


“нон, 选择 检验 统计 量 T= 二 一 2 二 了 
S 有 十 了 


т m 


[em 1050 1055 „, _ |8а-01-3.20 _ 
ігі? ,经 计算 |, = | 18 1.899, 


— (m T n — 2), Ж 5, = 


@ BOB [Бой 


对 于 给 定 的 显著 性 水 平 < 一 0. 05 ,我 们 查 附 表 4 得 临界 值 to.02s (18)--2. 1009, 


计算 检验 统计 量 T 的 观测 值 1z| 一 | 


2.33--0.75 


E 1 
1. 899 10116 


|=1. 8604<<2. 1009, 


由 于 统计 量 的 观测 值 未 落 入 拒绝 域 , 则 接受 Ho , 即 认为 这 两 种 药物 疗效 无 显著 差异 。 
为 了 方便 学 习 假设 检验 问题 ,把 正 态 总 体 均值 .方差 的 检验 归纳 成 表 8-4。( 显 著 性 水 


FH а) 
表 8-4 
原 假设 аң H, 为 真 时 检验 
检验 统计 量 拒 绝 域 
H | 假设 H, 统计 量 的 分 布 
uSp H> po Ек X- и2и, 
Ее pp с/т N(0,1) u<—u, 
P= po иён (с ая) ПЕТ 
ж иро |и>ю -Х-ш t>t,(n—1) 
E K> po и S/n t(n—1) t<—t,(n—1) 
ж | 4 一 Am и (с? 未知 ) Ша Со 1) 
总 KSR (n1) 
pea |а | paS <i- (n1) 
pre s Pea 2020—1088 
гей | =o (и RAD на nD) 
X <Xi-4 (n—1) 
т < т >ш u= = а) и2и, 
m2 | а = ue N(0,1) u<—u 
t = a ш Zn 00,8 ВЯ) u| =u. 
两 r=% Ye) 
F| pS |а>ш 5. t41 tta (m +n, —2) 
E 55 8 a ВА sa = 
r 2р2 | < st 00128106 — DS t(m +n: 一 2) 1—1. п +n: —2) 
E| am | ата |H ntm Т2 (m +n —2) 
В (4-өі-е 未 知 ) 
体 
Е2Е, (т —1,n; —1) 
44 | 42>4 r=% ЕФЕ -, (m —1,n | —1) 
izaA |а<а4 е и Еа 15—10) | FSF; G 1,9 -DÈ 
dto | al | аза 未 知 ) 
тылын : ғ<Е-ф0һ-1,»-1) 
习题 8.3 
基础 题 


1. 根据 以 往 资料 ,已 知 某 品种 小 麦 每 4 平方 米 产量 (单位 : kg) 的 方差 为 一 0.2。 今 
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在 一 块 地 上 用 A,B 两 种 方法 试验 ,A 方 法 设 12 个 样 点 ,得 平均 产量 为 1.5; B 方 法 设 8 个 
样 点 ,得 平均 产量 为 1.6。 试 比较 A,B 两 方法 的 平均 产量 是 否 有 显著 差异 ? 
2. 甲 . 乙 相 邻 两 地 段 各 取 了 50 块 和 52 块 岩 心 进 行 磁 化 率 测 定 ,算出 子 样 标准 差分 别 
为 拉 一 0.0139,S 一 0.0053 ,试问 甲乙 两 地 段 岩 心 磁化 率 的 标准 差 是 否 有 显著 差异 (一 0. 05)? 
3. 从 甲 、 乙 两 煤矿 各 取 若 干 个 样品 ,得 其 含 灰 率 (%) 如 表 8-5。 


Ж 8-5 


假定 含 藉 率 均 服从 正 态 分 布 且 叶 一 到, 问 甲 、 乙 两 煤矿 的 含 藉 率 有 无 显著 差异 ? (a=0.05) 
4. 某 种 羊毛 在 处 理 前 后 ,各 抽取 样本 , 测 得 含 脂 率 (%) 如 表 8-6 所 示 。 


表 8-6 
处 理 前 19 18 21 30 66 42 8 12 30 27 
处 理 后 15 13 24 19 4 8 20 


羊毛 含 脂 率 服从 正 态 分 布 , 问 处 理 前 后 含 脂 率 的 标准 差 vc 有 无 显著 变化 ? (a 二 0.05) 
5. 在 平 炉 上 进行 一 项 试验 以 确定 改变 操作 方法 的 建议 是 否 会 改变 钢 的 得 率 ,试验 是 在 
同一 只 平 炉 上 进行 的 ,每 炼 一 炉 钢 时 , 除 操作 方法 外 ,其 他 条 件 都 尽 可 能 地 做 到 相同 , 先 用 标 
准 方 法 炼 一 炉 ,然后 用 建议 的 新 方法 炼 一 炉 ,以 后 交替 进行 ,各 炼 了 10 炉 , 其 得 率 如 表 8-7 
所 示 。 

表 8-7 

标准 方法 | 78.1 72.4 76.2 743 77.4 78.4 76.0 75.55 76.7 77.3 


建议 方法 | 79.1 8.0 77.3 791 800 79.1 79.1 77.3 80.2 82.1 


设 两 个 样本 相互 独立 , 且 分 别 来 自 正 态 总 体 NG о) N eso), p n за? 均 未 知 ， 
问 建议 的 新 操作 方法 是 否 能 提高 得 率 ? (а--0.05) 
6. 两 种 型 号 的 计算 器 充电 以 后 使 用 的 时 间 ( 单 位 : h) 的 观测 值 如 表 8-8 所 示 。 
Ж 8-8 
型 号 A ББ Ыб 68 48 BS 50 62 БЕ Бі 52 ЕЯ 


型 号 B 3.8 4.3 4.2 4.0 4.9 4.5 5.2 4.8 4.5 3.9 3.7 4.6 


设 两 样本 相互 独立 且 数 据 所 属 的 两 个 正 态 总 体 方差 相等 。 试 问 能 否认 为 型 号 A 的 计 
算 器 平均 使 用 寿命 明显 比 B 型 来 得 长 ? Ca=0.01) 

提高 题 

1. 设 有 种 植 玉 米 的 甲乙 两 个 农业 试验 区 ,各 分 为 10 个 小 区 ,各 小 区 的 面积 相同 , 除 甲 
区 各 小 区 增 施 磷肥 外 ,其 他 试验 条 件 均 相 同 , 两 个 试验 区 的 玉米 产量 (单位 : kg) 如 表 8-9 所 
示 ( 假 设 玉米 产量 服从 正 态 分 布 , 且 有 相同 的 方差 )。 
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Ж 8-9 
甲 区 65 60 62 57 58 63 60 57 60 58 
ZE 59 56 56 58 57 57 55 60 57 55 


试 统计 推断 , 增 施 磷肥 是 否 对 玉米 产量 有 影响 (a 二 0.05)? 

2. 两 家 农业 银行 分 别 对 21 个 储户 和 16 个 储户 的 年 存款 余额 进行 抽样 检查 , 测 得 其 平 
均 年 存款 分 别 为 处 二 2600 元 和 了 一 2700 元 ,样本 标准 差 相 应 为 S, =81 元 和 S, =105 元 。 
假设 年 存款 余额 服从 正 态 分 布 , 试 比较 两 家 银行 的 储户 的 平均 年 存款 余额 有 无 显著 差异 
(a=0. 10). 


总 复习 题 8 


1. 对 总 体 X EQO =y 为 待 检验 参数 ,如 果 在 显著 水 平 a =0. 05 下 接受 Ho: y= ро. ЙБ 
么 在 显著 水 平 a=0.01 下 ,下 列 结论 正确 的 是 ( is 
A. 接受 H, B. 可 能 接受 也 可 能 拒绝 H, 
C. 拒绝 H, D. 不 接受 也 不 拒绝 H, 
2. 自动 包装 机 装 出 的 每 袋 物品 重量 服从 正 态 分 布 ,规定 每 袋 物 品 重量 的 方差 不 超过 
7 ,为 了 检查 自动 包装 机 的 工作 是 否 正 常 ,对 它 生 产 的 产品 进行 抽样 检查 ,检验 假设 为 Но: 
<m, Н, :co 二 ma 一 0.05, 则 下 列 命题 中 正确 的 是 ( д 
А. 如 果 生 产 正 常 , 则 检验 结果 也 认为 生产 正常 的 概率 是 0.95 
B. 如 果 生 产 不 正常 , 则 检验 结果 也 认为 生产 不 正常 的 概率 是 0. 95 
C. 如 果 检 验 的 结果 认为 生产 正常 , 则 生产 确实 正常 的 概率 等 于 0.95 
D. 如 果 检 验 的 结果 认为 生产 不 正常 , 则 生产 确实 不 正常 的 概率 等 于 0. 95 
3. 在 正常 情况 下 , 某 种 牌子 的 香烟 一 支 平均 重 1. 1g。 车 从 这 种 香烟 堆 中 任 取 36 支 作 
为 样本 , 测 得 样本 的 均值 为 1. 008g, F ÀK Jr ЭЕ 5° = 0. 1g° , 问 这 堆 香 烟 是 否 处 于 正常 状态 ? 
已 知 香 烟 ( 支 ) 的 重量 (g) 近 似 服从 正 态 分 布 (a 二 0. 05)。 
4. 从 甲 地 发 送 一 个 信和 号 到 乙 地 。 设 乙 地 接收 的 信号 值 服从 正 态 分 布 N(x,2*), 其 中 
为 甲 地 发 送 的 真实 信号 值 。 现 甲 地 重复 发 送 同 一 信号 5 次 , 乙 地 接收 的 信和 号 值 为 
8.05 8.15 8.2 8.1 8.25 
设 接收 方 有 理由 猜测 甲 地 发 送 的 信号 值 为 8, 问 能 否 接受 这 种 猜测 ? Ca= 0. 05) 
5. 由 于 工业 排水 引起 附近 水 质 污染 , 测 得 鱼 的 蛋白 质 中 含 汞 的 浓度 (单位 : mg/kg) 为 : 
0.37 0.266 0.135 0.095 0.101 0.213 0.228 0.167 0.366 0.054 
从 过 去 的 大 量 资 料 判断 , 鱼 的 蛋白 质 中 含 冬 的 浓度 服从 正 态 分 布 , 并 且 从 工艺 过 程 分 析 可 以 
推算 出 理论 上 的 浓度 为 0.1, 问 从 这 组 数据 来 看 ,能 否认 为 鱼 的 蛋白 质 中 含 汞 的 浓度 为 0.1? 
(а--0. 05) 
6. 某 批 砂 矿 的 5 个 样品 中 的 铁 含量 经 测定 为 (%) 
3.25 3.27 3.24 3.26 3.24 
设 测定 值 总 体 服 从 正 态 分 布 , 但 参数 均 未 知 , 问 在 а =0. 01 下 能 否认 为 这 批 砂 矿 的 铁 含量 的 
均值 为 3. 25? 


7. 某 机 器 加 工 的 钢管 长 度 服从 标准 差 为 2. 4cm 的 正 态 分 布 , 现 从 一 批 新 生产 的 钢管 中 
随机 地 选取 25 根 , 测 得 样本 标准 差 为 2.7cm, 试 以 显著 性 水 平 1% 判 断 该 批 钢管 长 度 的 变 
异性 与 标准 差 2.4 相 比 较 是 否 有 明显 变化 。 

8. 某 气 象 数据 正常 情况 下 服从 方差 为 0.048? 的 正 态 分布 。 在 某 地 区 的 5 个 地 点 对 该 
数据 进行 观察 得 到 的 结果 如 下 : 

1.32 1.55 1.36 1.40 1.44 
问 该 地 区 的 这 个 气象 数据 方差 是 否 正 常 ? (а-0.05) 

9. 某 种 导线 ,要 求 其 电阻 的 标准 差 不 得 超过 0. 005( 单 位 : Q) 。 今 在 生产 的 一 批 导 线 中 
取样 9 根 , 测 得 * 王 0.007。 设 总 体 为 正 态 分 布 , 问 在 显著 性 水 平 a 二 0.05 下 能 否认 为 这 批 导 
线 的 标准 差 显 著 地 偏 大 ? 

10. 设 甲 厂 生产 灯泡 的 使 用 寿命 X— N (ya,95), 乙 厂 生产 灯泡 的 使 用 寿命 Y ~ 
М№(ро ,1202) 。 现 从 两 厂 产品 中 分 别 抽取 100 只 和 75 只 , 测 得 灯泡 的 平均 寿命 分 别 为 1180h 
和 1220h。 问 在 显著 性 水 平 =0. 05 下 ,这 两 个 厂家 生产 灯泡 的 使 用 寿命 是 否 有 显著 差异 ? 

11. 某 烟 厂 生 产 两 种 香烟 ,独立 地 随机 抽取 容量 大 小 相同 的 烟叶 标本 , 测 其 尼古丁 含量 
(单位 : mg) 如 表 8-10 所 示 。 


Ж 8-0 
甲 香 烟 含量 24 z5 23 30 28 
乙 香 烟 含 量 30 24 27 31 27 


假设 这 两 种 香烟 的 尼古丁 含量 都 服从 正 态 分 布 , 并 具有 相同 的 方差 。 问 在 显著 性 水 平 
a=0.05 下 ,这 两 种 香烟 的 尼古丁 含量 是 否 有 显著 差异 ? 
12. 两 台 车 床 生 产 同一 种 滚珠 ,滚珠 的 直径 服从 正 态 分 布 ,从 中 分 别 抽取 7 个 和 9 个 产 
品 , 测 得 其 直径 (单位 : mm) 如 表 8-11 所 示 。 
表 8-11 
甲 车 床 ТБ. 14.5 15.5 14.8 15:1 15.6 14.7 


在 显著 性 水 平 a=0. 05 F ,判断 乙 车 床 生产 的 滚珠 直径 的 方差 是 否 比 甲 的 小 ? 
13. 表 8-12 分 别 给 出 文学 家 马克 。 吐 温 (Mark Twain) 8 篇 小 品 文 以 及 斯 诺 特 格拉 斯 
(Snodgrass) 的 10 篇 小 品 文中 由 3 个 字母 组 成 的 单字 的 比例 。 
Ж 8-12 
Bæ. RER | 0.225 0.262 0.217 0.240 0.230 0.229 0.235 0.217 


斯 诺 特 格 拉 斯 | 0.209 0.205 0.196 0.210 0.202 0.207 0.224 0.223 0.220 0.201 


设 两 总 体 分 别 服 从 正 态 分 布 ,但 参数 均 未 知 ,两 样本 相互 独立 。 试 问 两 个 作家 的 小 品 文 
包含 由 3 个 字母 组 成 的 单字 的 比例 是 否 有 显著 的 差异 ? (а--0.05) 


жж 


ТІН 


方差 分 析 与 回归 分 析 


方差 分 析 和 回归 分 析 都 是 数理 统计 中 的 重要 内 容 , 也 是 具有 最 广泛 
应 用 的 内 容 。 方 差分 析 是 判断 各 因素 效应 的 一 种 有 效 手 段 , 回 归 分 析 是 
处 理 变量 间 非 确定 关系 的 一 种 方法 。 本 章 只 介绍 方差 分 析 与 回归 分 析 
中 最 基本 的 内 容 。 
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方差 分 析 是 由 英国 统计 学 家 费 希 尔 在 20 世纪 20 年 代 研 究 农 业 试验 
时 ,首先 提出 来 的 ,是 通过 试验 结果 来 鉴别 各 因素 对 所 要 考查 对 象 的 某 
种 特征 有 无 显著 影响 的 一 种 统计 方法 。 方 差分 析 首 先 应 用 于 农业 , 随 着 
科学 技术 的 发 展 ,方差 分 析 的 内 容 已 经 十 分 丰富 ,并 广泛 地 应 用 到 农业 、 
工业 .生物 、 医 学 万 至 经 济 学 .社会 学 等 方面 的 研究 。 

在 科学 试验 和 生产 实践 中 ,影响 试验 或 生产 的 因素 往往 很 多 ,我 们 
通常 分 析 哪 种 因素 对 事物 有 着 显著 的 影响 ,并 希望 知道 起 决定 性 作用 的 
因素 在 什么 时 候 有 着 最 有 利 的 影响 。 如 农业 生产 中 ,需要 考虑 品种 、 施 
肥 量 .种植 密度 等 因素 对 农作物 收获 量 的 影响 ; 又 如 某 产品 的 销售 量 在 
不 同 地 区 、 不 同时 期 不 同 的 销售 方式 是 否 有 差异 。 在 诸 影响 因素 中 哪 
些 因素 是 主要 的 ,哪些 因素 是 次 要 的 ,以 及 主要 因素 处 于 何 种 状态 时 , 才 
能 使 农作物 的 产量 和 产品 的 销售 量 达到 一 个 较 高 的 水 平 , 这 就 是 方差 分 
析 (analysis variance) 所 要 解决 的 问题 。 

为 此 ,我 们 需要 进行 试验 。 方 差分 析 就 是 根据 试验 结果 进行 分 析 ， 
鉴别 各 个 相关 因素 对 试验 结果 影响 的 有 效 方法 。 

在 试验 中 ,我 们 把 要 考查 对 象 的 某 种 特征 称 为 试验 指标 。 影 响 试验 
指标 的 条 件 称 为 因素 。 因 素 可 分 为 两 类 ,一 类 是 人 们 可 以 控制 的 ; 另 一 
类 是 人 们 无 法 控制 的 。 今 后 ,我 们 所 讨论 的 因素 都 是 指 可 控 因 素 。 因 素 
所 处 的 状态 , 称 为 因素 水 平 。 如 果 在 一 项 试验 中 只 有 一 个 因素 在 改变 ， 
则 称 为 单 因 素 试 验 ; 如 果 多 于 一 个 因素 在 改变 , 则 称 为 多 因素 试验 。 为 
了 方便 起 见 , 今 后 用 大 写字 母 A,B,C,… 表 示 因 素 , 用 大 写字 母 加 下 标 表 
示 该 因素 的 水 平 ,如 A, ,As ,…。 
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9.1.1 问题 的 提出 


【 例 1] 用 4 种 安眠 药 在 兔子 身上 进行 试验 , 特 选 24 只 健康 的 兔子 ,随机 地 把 它们 均 
分 为 4 组 ,每 组 各 服用 一 种 安眠 药 , 其 睡眠 时 间 如 表 9-1 所 示 。 


表 9-1 

安眠 药 睡眠 时 间 /h 
А 6.2 6.1 6.0 6.3 6.1 5.9 
А. 6.3 6.5 6.7 6.6 7.1 6.4 
А, 6.8 7.1 6.6 6.8 6.9 6.6 
А, 5.4 6.4 6.2 6.3 6.0 5.9 


试 判断 4 种 安眠 药 对 兔子 的 睡眠 时 间 的 影响 有 无 显著 的 差异 ? 

这 里 ,试验 的 指标 是 睡眠 时 间 。 安 眼 药 为 因素 ,4 种 不 同 的 安眠 药 就 是 这 个 因素 的 4 个 
不 同 水 平 ,我 们 假设 除 安 眼 药 这 一 因素 外 ,其 他 因素 都 相同 。 试 验 的 目的 是 为 了 考查 4 种 安 
眼 药 对 兔子 睡眠 时 间 的 影响 是 否 相 同 。 

从 上 面 的 分 析 我 们 可 以 看 到 , 例 1 是 研究 一 个 因素 (安眠 药 ) 对 试验 指标 (睡眠 时 间 ) 是 
否 产 生 影响 。 我 们 把 这 样 的 试验 称 为 单 因素 试验 。 对 试验 所 作 的 统计 分 析 称 为 单 因素 方差 
分 析 (one-factor analysis of variance) 。 研 究 两 个 因素 对 试验 指标 是 否 产生 影响 的 统计 分 
析 , 称 为 双 因 素 方差 分 析 。 本 节 只 讨论 单 因素 方差 分 析 问 题 。 

就 例 1 来 说 ,在 因素 的 每 一 个 水 平 下 进行 独立 的 试验 ,其 结果 是 一 个 随机 变量 。 表 9-1 
中 的 数据 可 以 看 成 来 自 4 个 不 同 总 体 ( 每 一 个 水 平 对 应 一 个 总 体 ) 的 样本 值 , 且 各 个 总 体 的 
均值 依次 记 为 jo yw ,pa ,mw 。 本 题 要 解决 的 问题 是 

检验 假设 Ho ср ро рз 5ps Hi ip pa sps opa 不 全 相等 。 

为 了 完成 上 述 假设 的 检验 ,假定 各 总 体 均 服从 正 态 分 布 , 且 各 总 体 的 方差 相等 但 未 知 。 

所 以 这 是 多 个 正 态 总 体 在 方差 相等 且 未 知 的 情况 下 ,判断 均值 是 否 全 相等 的 假设 检验 问题 。 


9.12 单 因素 方差 分 析 模 型 


一 般 地 , 设 因素 A 有 > 个 水 平 : Ai,A:,…,A,, 在 水 平 Ai(i 一 1,2,…,r) 下 进行 
ni(ni 宇 2) 次 独立 试验 ,Xi 表示 第 i 个 水 平 下 进行 的 第 j 次 试验 的 可 能 结果 ,如 表 9-2 所 示 。 


п АЯ n= ОХ»). 


表 9-2 
因素 水 平 试验 数据 
А Ха Ха Е Xin 


й, Ха ы Ра Xon 


A, Ха Ж - X, 
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用 X, 表示 水 平 A; 所 对 应 的 总 体 , 它 是 一 个 随机 变量 ,而 Xa ,Xa,… ,Xs, 是 来 自 总 体 
X, 的 样本 。 并 假设 每 个 总 体 X, 服从 正 态 分 布 N (mo)(i 一 1,2,…,r) ,其 中 jy; о? 未知， 
且 从 每 个 总 体 中 抽取 的 样本 Xj; 相互 独立 (i 二 1,2,…,r; j 二 1 ,2,… ,ni)。 
我 们 的 任务 是 根据 样本 的 观测 值 ,来 检验 因素 A 对 试验 结果 (试验 指标 ) 的 影响 是 否 显 
著 。 如 果 因 素 A 对 试验 结果 的 影响 不 显著 ,说 明 所 有 样本 的 观测 值 来 自 同 一 正 态 总 体 
N(p,0 ), 即 要 检验 各 个 总 体 的 均值 yi;(i 二 1,2,…,r) 是 否 相 等 。 因 此 需 检 验 的 假设 为 
Ho: = p Ste =p Hi: fe "tt n, 不 全 相等 。 (9.1) 
由 假设 有 Xy ~N Cu) JEP u: 和 o? 未 知 ,所 以 Хп X , 的 均值 j; 与 试验 误 
差 6; 的 和 ,再 由 前 面 的 假设 得 到 如 下 数学 模型 : 
X, = /十 的 і--1,2,-езгғуі = 1.2," ma 
| FEP p Mo? 未知。 
єу ~ №0,02), Же, 相互 独立 ， 


FIWA 


и = 2% a; = pi — pi = 1,2,. ,rs 
n i=1 


其 中 jy 表示 各 水 平 A; 下 总 体 均 值 y; 的 加 权 平均 , 称 为 总 均值 ; a; 表示 在 水 平 A; 下 总 体 的 
ВИН и, 与 总 均值 w 的 差异 , 称 为 因素 A 的 第 i 个 水 平 A; 的 效应 。 
易 见 ,效应 间 有 如 下 关系 式 : 


Жын = Жі бы -Ии-0. 
ісі іші 


则 前 述 假设 (9. 1) 等 价 于 : 
Ho:a = aa = *** = а, = 0, Н, зо за," а, 不 全 为 零 。 (9. 2) 


9.1.3 平方 和 的 分 解 


要 检验 上 述 H 是 否 成 立 ,首先 要 构造 一 个 合适 的 统计 量 。 注 意 到 一 个 数据 Xi 往往 是 
参差 不 齐 的 ,其 离散 程度 可 用 总 的 偏差 平方 和 
= 51910-9 


i=1 ј=1 


来 描述 ,其 中 又 = 2 >) Уух, 是 总 的 样本 均值 。 如 果 Sr 比较 大 , 则 表明 n ARE X, 的 离 


іі ігі 


散 (或 波动 ) 程 度 较 大 ; 反之 ,数据 的 波动 程度 较 小 。 

下 面 ,我 们 来 分 析 引 起 数据 波动 的 原因 。 

(1) 如 果 因 素 A 的 各 水 平 A1 Aze A, 有 明显 的 差异 , 即 е НГ, 之 间 有 明显 的 
差异 ,可 引起 数据 的 波动 。 

(2) 在 因素 A 的 同一 水 平 的 内 部 ,例如 对 于 A, 而 言 ,虽然 样本 Xu ,Xis,…,Xi KA 
同一 总 体 XI 一 NG,o), 但 由 于 随机 试验 中 随机 误差 (包括 观测 中 的 随机 误差 ) 的 存在 ， 
Xij(j 二 1,2,… ,nm) 之 间 往 往 是 参差 不 齐 的 。 即 在 水 平 A;(i 二 1,2,…,r) 的 内 部 ,存在 着 由 
试验 误差 所 引起 的 波动 。 

基于 以 上 两 种 原因 的 分 析 ,我 们 将 总 的 偏差 平方 和 Sr 分 解 成 两 部 分 ,其 中 一 部 分 是 由 
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因素 A 的 各 水 平 之 间 的 差异 引起 的 , 另 一 部 分 是 由 随机 误差 所 引起 的 。 
为 此 引入 在 水 平 A, 对 应 的 总 体 X, 下 ,样本 均值 X, = ізі» ,于 是 


š= DY (一 


ізі ізі 


= УУ) (X, —X,. +X, — Х)? 


i=1 ізі 


-pi (X, — X.) + УУУ) +27) Da —X. (X. —X), 


тірі ішігі 


其 中 2 六 У) х, Xi.) Ki. — X) ONEA by DD AE a N 
іі ј=1 


i=l j= 


ES 
Ss = хх о,-Х,.», Sk = %% (X, — X: = Уа (X, — Xy: , 
1 


则 总 偏差 平方 和 S SS. i 

Ss 的 各 项 (Xi 一 总. )* 表示 在 水 平 A, 下 ,样本 观测 值 与 样本 均值 的 差异 ,是 由 随机 误 
差 所 引起 的 , 称 S, 为 误差 平方 和 或 组 内 平方 和 , 

8, 的 各 项 由 СХ, — X): 表示 在 水 平 A, 下 的 样本 均值 与 数据 总 平均 什 X 的 差异 ,这 是 
HEX A 的 各 水 平 之 间 的 差异 及 随机 误差 引起 的 , 称 S, 为 因素 平方 和 或 组 间 平 方 和 。 


9.1.4 FF 检验 


在 讨论 假设 H, 的 检验 之 前 , 先 解释 总 偏差 平方 和 的 自由 度 及 其 分 解 。 
假设 Нога ро = =u, 成 立 , 即 因素 A АН r 个 水 平 之 间 没 有 差异 ,由 于 全 部 的 n 个 
数据 是 来 自 同一 正 态 总 体 的 样本 , 若 用 S 表示 这 个 大 样本 的 样本 方差 , 则 


S: = рЫ Sr = (п—1)8°, 


2 
由 6.3 节 定理 1 прад, = ~X (n ЕАС 1), 故 Sr 的 自由 度 为 n 一 1。 


r n, ғ ”қ 2 
ІІ 5 = >) У) (Х, — X. = >)5.8 5 = У) (ХХ). HEŠ о 10.8 
іші j=1 і=1 ј=1 


Si W A HEN л 1. 


从 而 根据 x 分 布 自由 度 的 可 加 性 知 ,Ss = X 57 的 自由 度 是 


一 了 一 ws H $a fa, 


又 因 Sr 的 自由 度 等 于 Sa 与 Ss 的 自由 度 之 和 ,从 而 S, 的 自由 度 等 于 7 一 1 一 (2 一 门 一 


r= aŠ CD, 


@ BIS 方差 分 析 与 回归 分 析 


很 容易 理解 . 若 比 值守 过 大 , 则 因素 A 的 各 水 平 之 间 差异 显著 , 即 因 素 A 对 试验 结果 


有 显著 影响 ,从 而 拒绝 H,。 但 为 了 确定 拒绝 域 ,必须 寻找 一 个 统计 量 并 知道 其 确切 
分 布 。 


Ме йн E a, Sao, Е EMMEN Se 与 S, 相互 独立 , 且 
当 假设 Ho 成 立时 ,由 下 分 布 的 定义 可 知 


Sy = 

A Se 
far Se/(n—7) 
G 


a: PG 15 т), 


如 前 述 , 如 果 统 计量 F 的 观测 值 过 大 , 则 应 拒绝 Ho , 故 可 按 给 定 的 显著 水 平 ,在 附 表 5 
中 查 临 界 值 FE.(r 一 1,2 一 门 , 若 满足 P(F 宇 F,(r 一 1,n 一 7)) 二 a, 就 拒绝 Ho, 所 以 Ho 的 拒绝 
域 为 FF,(r 一 1,n 一 r)。 上 述 检 验 过 程 称 为 下 检验 。 

为 了 一 目 了 然 ,将 下 检验 过 程 列 成 单 因 素 方差 分 析 表 如 表 9-3 所 示 。 


表 9-3 
方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 和 Е 临界 值 
因素 A SA ғ-1 М8л--54/(ғ-1) | F=MS,/MSz F.Gr—1,n—r) 
误差 Se n—r MSE=SE/(n—r) 
总 和 Sr a= 


在 实际 中 ,我 们 可 以 按 以 下 较 简单 的 公式 来 计算 Sr: Sa 和 Se。 


в. Уу 09 У eo УЫ 1, 


Sa = Ж > С)? Sdi (Х.-Ху = % T a. 


5. = У) У) (Ху X, = 5: — 84. 

【 例 2] 在 本 节 例 1 中 ,假设 兔子 的 睡眠 时 间 服 从 正 态 分 布 , 且 服 用 不 同安 眠 药 时 兔子 
睡眠 时 间 的 方差 相等 。 在 显著 性 水 平 a==0.05 下 ,判断 4 种 安眠 药 对 兔子 的 睡眠 时 间 的 影 
响 有 无 显著 差异 ? 

м JH X, 表示 安眠 药水 平 A; 所 对 应 的 总 体 ,X; МС, 02) (i 一 1,2,3,4), 需 要 检验 
假设 

Hsm = p = из = шь Hrimpiapisp ЖЕ, 

经 计算 得 到 如 表 9-4 所 示 。 
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Ж 9-4 
安眠 药 т Т. Те D 
m 

A, 6 36.6 1339.56 223.36 
A: 6 39.6 1568.16 261.76 
A; 6 40.8 1664.64 277.62 
A, 6 36.2 1310.44 219.06 
和 24 153.2 5882.8 981.8 


4 6 ГЕР 
于 是 Sr = У) 了 Xs – T = 981.8- 153.2 = 3,87, 其 自由 度 为 23; 


= = 24 24 
4 "т 
Т: т _ 5882.8 153.2? 
Sa ди A та ТТІ 2.54, 其 自由 度 为 3; 


Ss 二 Sr 一 SA 二 1.33, 其 自由 度 为 20。 
根据 以 上 结果 得 如 表 9-5 所 示 的 方差 分 析 表 。 


Ж 9-5 
方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 和 ға 临界 值 
因素 A 2.54 3 0. 8476 12.73 Е,(3.20)--3.10 
误差 1.39 20 0.0665 
总 和 3.87 23 


在 显著 性 水 平 a=0.05 下 , 查 表 得 临界 值 Fu(3,20) 王 3. 10, 由 于 F=12.73>3.10,% 
在 拒绝 域 中 ,所 以 拒绝 H, ,认为 因素 A( 安 眼 药 ) 是 显著 的 , 即 4 种 安眠 药 对 兔子 睡眠 时 间 的 
影响 有 明显 的 差异 。 

【 例 3】 某 厂 用 Ai,A;,As,As 四 种 不 同 的 灯丝 材料 制 成 四 批 灯泡 , 除 灯丝 外 其 他 条 件 
都 相同 ,而 在 每 批 灯 泡 中 分 别 随机 抽样 , 测 得 使 用 寿命 数据 如 表 9-6 所 示 。 假 设 灯 泡 寿 命 服 
从 正 态 分 布 , 不 同 的 灯丝 材料 制 成 四 批 灯泡 寿命 的 方差 相等 且 未 知 。 在 显著 性 水 平 a = 
0.01 F , 试 判断 不 同 灯丝 对 灯泡 寿命 是 否 有 显著 影响 ? 


表 9-6 
灯丝 材料 水 平 каат 
1 2 3 4 5 6 vå 8 
灯 А 1600 1610 1650 1680 1700 1700 1780 
не Аз 1500 1640 1400 1400 1700 
ұй As 1640 1500 1600 1620 1640 1600 1740 1800 
T А, 1510 1520 1530 1570 1640 1680 


解 JH X, 表示 灯丝 材料 水 平 A; ЖММ АМЖ. X, МС на?) (i 二 1,2,3,4), 需 要 检 
验 假设 


Ho: = p2 = p3 = M», H. гра 2 Из ° 不 全 相等 。 
经 计算 得 n 二 26,r 二 4,m =7,п 二 5,n3 二 8,m 二 6, 于 是 ,Sr 二 195712, 其 自由 度 为 25,S4 = 
44361.2, 其 自由 度 为 3,Se 一 151350. 8, 其 自由 度 为 22。 
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根据 以 上 结果 得 如 表 9-7 所 示 的 方差 分 析 表 。 


表 9-7 
方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 和 F 临界 值 
因素 A 44361. 2 3 14787.10 2.15 Fouo (3,22)=4. 82 
误差 151350.8 22 6879.6 
总 和 195712 25 


在 显著 水 平 a=0.01 下 , 查 附 表 5 得 临界 值 Foo (3,22) 一 4.82, 拒 绝 域 为 F>4. 82, 由 
于 样本 观测 值 F=2.15<4. 82, 所 以 在 显著 性 水 平 a 二 0.01 下 接受 Ho ,也 就 是 说 ,认为 四 种 
灯丝 对 灯泡 寿命 影响 并 不 显著 。 


习题 9. 1 
基础 题 
1. 三 个 车 间 逐 日 记录 的 次 品 率 如 表 9-8 所 示 。 
Ж 98 
车 间 次 а & 
Ai 16 10 12 1 11 12 
A; 10 11 9 6 7 
А; 14 17 13 15 12 14 13 


试 计算 总 偏差 平方 和 Sr ,因子 平方 和 SA ,误差 平方 和 Se。 
2. 在 单 因素 方差 分 析 中 ,因素 A 有 三 个 水 平 ,每 个 水 平 各 做 了 4 次 重复 独立 的 试验 ,请 完 
成 如 表 9-9 所 示 的 方差 分 析 表 ,并 在 显著 性 水 平 "一 0.05 下 对 因素 A 是 否 显 著作 出 检验 。 


表 9-9 
方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 和 F f 临界 值 
因素 A 4.2 

误差 2.5 

总 和 6.7 


3. 一 批 由 同一 种 原料 制 成 的 布 , 用 不 同 的 印染 工艺 处 理 ,然后 进行 缩水 率 试验 。 假 设 
采用 5 种 不 同 的 工艺 ,每 种 工艺 处 理 4 块 布 样 , 测 得 缩水 率 的 百分数 如 表 9-10 所 示 。 


表 9-10 
因素 A 试验 批号 

(印染 工艺 ) 1 2 3 4 
А 4.3 7.8 3.2 6.5 
А: 6.1 73 4,2 4.1 
А, 4.3 8.7 7.2 10.1 
А, 6.5 8.3 8.6 8.2 
А; 9,5 8.8 11.4 7.8 
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若 布 的 缩水 率 服从 正 态 分 布 ,不 同 工 艺 处 理 的 布 的 缩水 率 方差 相等 。 试 考查 不 同 工 艺 
对 布 的 缩水 率 的 影响 有 无 显著 差异 ? (а--0. 05) 

4. 考虑 温度 对 某 一 化 工 产品 得 率 的 影响 , 选 了 五 种 不 同 的 温度 ,在 同一 温度 下 做 了 三 
次 试验 , 测 得 数据 如 表 9-11 所 示 。 


Ж 9-11 
im 8 /C 60 65 70 75 80 
90 97 96 84 84 
得 率 /% 92 93 96 83 86 
88 92 93 88 82 


在 显著 性 水 平 a=0. 05 下 , 试 分 析 温 度 对 得 率 有 无 显著 影响 。 

提高 题 

1. 有 5 种 油菜 品种 ,分 别 在 4 块 试 验 田 上 种 植 , 所 得 亩 产量 如 表 9-12 所 示 ( 单 位 : kg), 
在 显著 性 水 平 a=0. 05 下 ,试问 不 同 油菜 品种 对 平均 亩 产量 影响 是 否 显著 ? 

表 9-12 


2. 消费 者 与 产品 生产 者 、 销 售 者 或 服务 的 提供 者 之 间 经 常 发 生 纠纷 , 当 发 生 纠纷 后 , 消 
费 者 常常 会 向 消费 者 协会 投诉 ,为 了 对 几 个 行业 的 服务 质量 进行 评价 ,消费 者 协会 在 零售 
业 、\ 旅 游 业 ,航空 公司 家电 制 造 业 分 别 抽取 不 同 的 企业 作为 样本 ,每 个 行业 中 抽取 的 这 些 企 
业 , 在 服务 对 象 . 服 务 内 容 、 企 业 规模 等 方面 基本 上 相同 ,经 过 统计 ,得 到 了 1 年 内 消费 者 对 
总 共 26 家 企业 投诉 的 次 数 , 结 果 如 表 9-13 所 示 。 


表 9-13 
零售 业 旅游 业 航空 公司 家 电 制 造 业 
53 67 30 45 
65 40 48 52 
50 30 20 66 
41 44 33 78 
33 55 39 60 
54 50 28 55 


45 43 


在 显著 性 水 平一 0.05 下 ,试问 4 个 行业 之 间 的 服务 质量 是 否 有 显著 差异 ? 
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92 双 因 素 方差 分 析 


在 实际 问题 中 ,有 时 要 研究 两 个 因素 (或 更 多 因素 ) 对 试验 指标 的 影响 ,如 考查 几 种 土壤 
和 几 种 施肥 方案 对 某 品种 小 麦 产 量 的 影响 ,土壤 和 施肥 是 两 个 因素 ; 又 如 研究 几 种 温度 和 
几 种 催化 剂 对 化 学 反应 速度 的 影响 ,温度 和 催化 剂 就 是 两 个 因素 。 考 查 多 个 因素 时 不 仅 要 
考查 各 因素 对 指标 的 影响 ,还 需要 考查 因素 各 个 水 平 之 间 的 组 合 对 指标 的 影响 , 即 交互 作用 
的 影响 。 交 互 作用 的 影响 只 有 在 重复 试验 中 才能 分 析出 来 。 对 于 双 因 素 试验 的 方差 分 析 ， 
我 们 分 为 无 重复 试验 和 等 重复 试验 两 种 情况 来 讨论 。 对 无 重复 试验 只 需要 检验 两 个 因素 对 
试验 结果 有 无 显著 影响 ; 而 对 等 重复 试验 既 要 检验 两 个 因素 对 试验 结果 有 无 显著 影响 ,又 
要 考查 两 个 因素 的 交互 作用 对 试验 结果 有 无 显著 影响 。 


9.2.1 无 重复 试验 的 双 因 素 方 差分 析 


1. 无 重复 试验 的 双 因 素 方差 分 析 模 型 

设 因 素 A 有 r NKF A A23 A AR BA s 个 水 平 Bi,Bs,…,B,。 如 果 不 考 虑 因 
素 A 和 因素 B 之 间 的 交互 作用 ,这 时 只 需 在 因素 A 与 因素 B 的 各 个 水 平 的 每 一 种 搭配 
СА, ,В,) G=1,2, ,rj 二 1,2,…,s) 下 ,进行 一 次 试验 ,得 到 xs 个 试验 结果 , 记 为 X; CR 9-14)。 


表 9-14 
А Xu X: Ху x. 
A; Ха Ха Хо Xa 
A Xa Ха X; Xs 
A х ж Ж; 30, 


显然 总 试验 次 数 n= rs. 

假设 在 水 平 (A;,B;) 下 所 对 应 的 总 体 Xy 一 NG 02) (i 二 1,2,… ,7r;j 二 1,2,…,s) ,其 中 
tid 未 知 , 且 各 样本 Xi 之 间 相 互 独立 。 根 据 假设 可 知 : 

要 判断 因素 A 的 影响 是 否 显著 ,就 要 检验 假设 


Hoa :pi = из; 一 1125 (9.3) 
要 判断 因素 B 的 影响 是 否 显著 ,就 要 检验 假设 
Hos:#a = pz =p, = pis i= ЫА (9.4) 


如 果 检 验 结果 拒绝 Hoa (或 Hos), 则 认为 因素 A( 或 B) 的 不 同 水 平 对 试验 结果 有 显著 
影响 ; 如 果 两 者 都 不 拒绝 , 则 说 明 A 5 В 的 不 同 水 平 组 合 对 试验 结果 都 无 显著 影响 。 

由 前 面 的 假设 X; ~N C) (i 二 1,2,…,r;j 二 1,2,…,s) ,Xs 可 表示 为 总 体 X; 的 均 
值 yi 与 试验 误差 6; 的 和 , 即 Xi 二 jij Heg ,从 而 得 到 如 下 的 数学 模型 : 
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Ka = 大寺 最 和 i= Day = Zis 
Í. 一 №(0,02), Же, WEI Ж a; 和 o 未 知 。 


引入 总 均值 p= Аы» А, 下 均值 wi = +> G = 1,2,=-,r), B, 下 均值 
j=1 


бе уі 


иу = TG =1,2,---,s), 因素 A 的 第 i 个 水 平 A; ЙЛ a =. -и(із-1,2,-%,ғ), 


ТҮПТІ 个 水 平 B; 的 效应 В, =. u ()-1,2,:%,5). 
и Ја = = 2) = = 0。 且 前 述 检验 假设 (9. 3). 09. 4) 等 价 于 : 

Нод зар = as = ** = a, = 0, (9.5) 

Нв:В = В = == = g, = 0. 09. 6) 


2. 总 偏差 平方 和 的 分 解 
为 完成 上 述 假设 检验 ,与 单 因素 方差 分 析 一 样 ,对 总 偏差 平方 和 Sr 进行 分 解 。 


-1%%%. X 1а, д ады Ж = tox Е Я 
j=1 ігі 

将 总 偏差 平方 和 Sr 进行 分 解 ， Ж 

Sr = УУ) х, — X: = > Dra, X)+ (X. —X)+ (ХХ, — X, +X), 
іші j=1 


由 于 在 Sr 的 展开 式 中 三 :不 交叉 项 的 乘积 都 等 于 零 ， 故 有 如 下 定理 。 
定理 1 Sr 一 Se 十 SA 十 Se ,其 中 


5 У. Жи, Se = УН (Xs — Х.Х. + Х)°, 


ізі j=1 


S, = ы» (X, — X>: =); (X, — X>: , 


ізі j=1 


= У X-X? = 92 (X., — X>, 

称 Sa 为 因素 A 的 偏差 平方 和 ， 它 反映 了 因素 A 的 不 同 水 平 引 起 的 系统 误差 ; 称 S, 为 
因素 B 的 偏差 平方 和 , 它 反映 了 因素 B 的 不 同 水 平 引 起 的 系统 误差 ; Ж 5, 为 误差 平方 和 ， 
它 反映 了 试验 过 程 中 各 种 随机 因素 所 引起 的 随机 误差 。 

3. F 检验 

类 似 单 因素 方差 分 析 ,可 以 得 到 如 下 的 结论 。 


定理 2 如果 Ha HoR ži A 


Xr ij XG Ds ЗЕ 1)G 一 1D))， 


并 且 Se,SaA,Ss 相互 独立 。 
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ЖЕЗ 如 果 Ha ,Hos 同 时 成 立 , 则 有 


Sa 
ЭА (= 1) 
Bh = аі SD po 1,Gr—1)(s—1)), 
=E/Gr—1)Gs—1) Ë 
а 
Ss 
a7 =1 
Fs = < - айыы ~ FG it- Bie Da 
ЭЕ/(,-1000%-1) ы 
с 


对 于 给 定 的 ,可 以 通过 附 表 5 查 临 界 值 
Ғл(ғ--1,(,--10(5--1)), Fa(s 一 1 (Cr 一 1 一 1))， 
得 Ho 的 拒绝 域 为 F 宇 Fw (r 一 1,(r 一 1)(s 一 1)), Hos 的 拒绝 域 为 
Ев > Еъ. (5 — 1,07 — Dt — 1)). 
为 了 清晰 起 见 ,把 上 述 检验 过 程 可 列 成 如 表 9-15 所 示 的 无 重复 试验 的 双 因素 方差 分 析 表 。 


Ж 9-15 
方差 来 源 | 平方 和 自由 度 均 方 和 ға 临界 值 
因素 A бл r-i MS, =S4/(r—1) Ел = М54/М55 | Fa (r—1,(r—1)(s—1)) 
因素 B 5в [5—1 MSs =Sg/(s—1) Fs=MSs/MSr | Fa (s—1,(r—1)(s—1)) 
误差 Se |(r—1)(s—1) |MSe=Se/[(r—1)(s—1)] 
总 和 Sr |n—1 


与 单 因素 方差 分 析 一 样 ,在 实际 中 我 们 可 以 按 以 下 较 简 单 的 公式 来 计算 SA, Ss， 
5т»Әк. 


т. = УХ,-Х,.(і-і1,-,0. Т,- DX; = 0 = 1,5,5), 
jmi ізі 


т-ХУх,-я, з-ХУж-Т, 


rs 


ізі j=l i=l ізі 

; š 
S= УТ, S уту T, Se= 5. — 5. — Sa. 
ІРІЛІ 设 4 个 工人 操作 机 器 A ,As ,As 各 一 天 ,其 日 产量 如 表 9-16 所 示 。 


Ж 9-16 


问 是 否 真正 存在 机 器 或 工人 之 间 的 差别 (a 二 0.05)? 
解 ” 由 已 知 r==3,s 一 4, 则 本 问题 是 在 a 二 0.05 下 检验 
Hoa:a = аз = аз = 0. Нв:В = ñ, = ñ, = ñ, = 0. 
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3 4 3 4 
T= > X; = 602, У.УХ7х% = 30518, 


tl j=l i=l j=1 
Tı. = 197, T, = 222, T: = 183, 
Тл = 155, T.z = 143, T. = 145, Т., = 159, 


s 4 
Sr = >») X e} — Ts T* = 30518 — 1. X 602° = 317.667, 

i=] ј=1 

3 

1 тж 1 те 1 1 2 
S=; >r: 12T = + X 121582 — р X 602 = 195.167, 
c Шена о 1 š 

Ж < 4 . 

S 32,7% 12 = 3 X 90780 — 1 X 602: = 59. 667 


j= 


Se = Sr — Sa — Ss = 317. 667 — 195. 167 — 59. 667 = 62. 833, 
因此 得 如 表 9-17 所 示 的 方差 分 析 表 。 


表 9-17 
方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 和 FË 临界 值 
因素 A | Ss。=195.167 | ,-1-?2 MS, =97. 58 Е, =9. 32 Е, (2,6) = 5.14 
ВЖ В | 5ь=59.667 | s—1=3 М5, =19. 89 Е, =1. 90 Е, (3,6) =4. 76 
误差 Se=62.833 | (r—1)(s—1)=6 | М5:=10.47 
总 和 Sr=317.667 | n—1=11 


由 于 Fa> Foo (2.6). Ел 落 在 拒绝 域 中 ,拒绝 Hos, 即 认为 不 同 的 机 器 之 间 有 显著 差异 ; 
又 由 于 Еъ<Е, (3,6) ,Fs 未 落 在 拒绝 域 中 ,接受 Нә , 即 认为 不 同 的 工人 之 间 无 显著 差异 。 


9.2.2 等 重复 试验 的 双 因 素 方差 分 析 


1. 等 重复 试验 的 双 因素 方差 分 析 模 型 

设 因 素 A 有 个 水 平 A1,A,,…,A,, 因 素 B 有 ;个 水 平 B1,B,,…,B,。 考 虑 因素 A 和 
因素 B 之 间 是 否 有 交互 作用 的 影响 , 需 在 两 个 因素 各 个 水 平 的 组 合 (Ai,B;) (і-1.2.-%.ғ; 
j 王 1,2,…，,s) 下 分 别 进行 m 次 (m 三 2) 试 验 , 称 为 等 重复 试验 , 记 其 试验 结果 为 Xi ,得 到 数 
据 见 表 9-18。 


表 9-18 
因素 B 
В, ... B s. B, 
因素 A Ç 2 
А Xu Xu, one. Хал s*es Хун aes Ха. Ху 
A; Xon "Хат Бо Xoji 7" s Xzjm aes Хал "Хат 
А; Xm stts Xam яяя Ху, Xim дек Хы», Хь 
Á, Жаз 58 Хан Wx Nores Хаа Q se 
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显然 总 试验 次 数 п- тез. 
假设 在 水 平 (A;,B;) 下 所 对 应 的 总 体 X; 一 NG G1, 2, ,rij 一 1,2,…,s) ,其 中 
п +0 未 知 , 且 各 样本 Xa Gi 一 1,2,… sr;j 二 1,2,… s,s; 二 1,2,…,m) 之 间 相 互 独立 。 等 重 
复试 验 的 双 因 素 方 差分 析 就 是 要 判断 因素 A.B 及 A 与 B 的 交互 反应 的 影响 是 否 显著 。 
由 前 面 的 假设 Xi ~N Cuy 0) (11.2, ој 1.2.5653 1,2,5, т), Т Ха T 
表示 为 总 体 X; 的 均值 yi 与 试验 误差 ej 的 和 , 即 Х = py 十 ex ,从 而 得 到 如 下 数学 模型 : 
X = ру Бев» i=1,2,--,r;j = 1,2,--,ssk = 1,2,° ,ms 


ға ~ №0,02). Жер 相互 独立 , 目 м, 和 o? 未 知 。 
类 似 无 重复 试验 的 双 因 素 方差 中 引入 的 pp. sp.j saspi BI 
m = ра АВ, +Y i=1,2,-,rij= 1,2,5, 
见 Xa = 0,278 = 0.  ШАУ-ш-ш.-н./Еибі-1,2.5-,)--1,2,99 s) f y; 
ізі ізі 
为 水 平 A; 和 水 平 B; 的 交互 效应 ,这 是 由 A, 与 B, 联合 作用 引起 的 。 易 见 
Dn 06-12, sr); Èn = 001.2, А 


等 重复 试验 的 双 因素 方差 分 析 要 解决 的 问题 ， 是 判断 因素 A 和 因素 B 的 差异 影响 及 交互 作 
用 A X B 的 影响 ,它们 分 别 等 价 于 检验 假设 


Hurai = 02 = "е = а, = 0, (9,7) 
Н»в:В = В = ~ = В, = 0. (9.8) 
Hoaxes: Yg = 0, і--1.2.-%,ғ;) = 1,2,-%,5. (9, 9) 
2. 总 偏差 平方 和 的 分 解 
引入 记号 
= -5 DY > x Xs = 15У) 
rsm ;=1 j=1 k=1 тұ 
“Аш -199 әр = 2 Sus 
i а C шад 
对 总 偏差 平方 和 Sr 进行 分 解 
S= УУУ) (Xa — Ky 
іші j=1 4=1 


= УУ D [Xa — Xs) + (X... — X) + (X... — X) + (Xi — Ki.. –Х.. +X), 
i=1 j=1 k=1 


由 于 在 Sr 的 展开 式 中 ,四 个 交叉 项 都 等 于 零 , 故 有 如 下 定理 。 
定理 4 Sr 一 SA 十 Sg 十 Saxs 十 Se, 其 中 


Sa =m), Ki. — FR), S, = т У) (X; — XY, 
ісі 


бе-ж УО, 0, ыу, %- ЖУЫ у, 
іші ізі ігі j=1 k=1 


Ж SA 为 因素 A 的 偏差 平方 和 , 它 反映 了 因素 A 的 不 同 水 平 引 起 的 系统 误差 ; Ж Ss 为 
因素 B 的 偏差 平方 和 , 它 反 映 了 因素 B 的 不 同 水 平 引 起 的 系统 误差 ; FR Saxs 为 A,B 交互 
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偏差 平方 和 , 它 反映 了 A 与 B 的 交互 反应 引起 的 系统 误差 ; 称 S; 为 误差 平方 和 , 它 反映 了 
试验 过 程 中 各 种 随机 因素 所 引起 的 随机 误差 。 
关于 自由 度 的 分 解 , 我 们 有 
бліғ-І, 5в: 5—1, хв: (ғ-10(5-1), 


Sg: rs(m—1) = n—rss Sr: rsm —1 一 1 一 1。 


3.F 检验 
类 似 于 无 重复 双 因 素 的 方差 分 析 , 用 的 三 个 检验 统计 量 分 别 是 
Fa SE —F(r—1,rs(m—1)), Fs = ~ F(s—1,rs(m—1)), 


n 5лв/(ғ-10(5-100 ы. ' ' 
Faxes а Far- Dir- Т) зу — DY. 


取 显 著 水 平 为 a, 得 
Нол 的 拒绝 域 为 Fa > Fa (r —1,rs(m—1)),; 
Hos 的 拒绝 域 为 Fs 三 Fa (s—1,rs(m —1)), 
Honxs 的 拒绝 域 为 Faxsp > Есахв (О — 1) (s —1),rs(m 一 1))。 
为 了 清晰 起 见 , 把 上 述 检验 过 程 可 列 成 如 表 9-19 所 示 的 有 重复 试验 的 双 因素 方差 分 析 表 。 


表 9-19 

方差 
平方 和 | 自由 度 均 方 和 Ff 临界 值 

来 源 
因素 A| SA =i MS, =S4/(r—1) Е,--М85,/М8- Ел (r—1,rsí(m—1)) 
因素 B| Ss 8-І М5,--5,/(5-1) Е,--М5,/М85, Fa (s—1,rs(m—1)) 
AXB | Saxe |(r—1)(s—1)| MSaxs=Saxs/[(r—1)(s—1)]|Faxs=MSaxs/MSE 
误差 Se rs(m—1) MSE 一 Ss/[rs(m 一 1)] 
总 和 5т n—1 


在 实际 应 用 中 ,以 上 各 项 平方 和 的 计算 办 法 如 下 : 


> 


T= > , X Xa = љтХ. T = S xa G = 1,2,-,rij = 1,2,35), 
i k=1 


j=1 есті =] ісі =1 j=1 
у T 1 T 
= 2 
Se > > > Ха тт” Sa йі Ti rsm’ 
1 a 1% “ДЕК: 
Ss rm 2 rsm Sas > > ШТ 5а Sa 


MJ 
SE = Sr — Sa — Ss — Saxe o 


【 例 2】 在 三 种 不 同 地 块 的 土壤 上 , 施 四 种 不 同 的 肥料 ,在 每 一 地 块 上 作 三 次 重复 独立 
的 试验 ,得 到 小 麦 产量 数据 如 表 9-20 所 示 。 
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表 9-20 


肥料 B 
产量 в, в, в, в, 


土壤 4 


试 判 断 土 壤 、 肥 料 对 小 麦 的 产量 有 无 显著 的 影响 ?( 取 a 二 0. 05) 
解 ” 这 是 一 个 等 重复 试验 的 方差 分 析 问 题 , 即 检验 假设 


Нод зор = ар = as = 0, 
Нв :В, = ñ = ñ, = В = 0, 
Hegi = 0 (= 1,2,3; = 1,2,3,4). 
首先 计算 诸 平均 和 : 
3 4 3 
ОХ = 522 +43? +- +56? +41? = 68367, 
i=1 j=1 k=1 
3 4 3 
T= УУ) У) Xa 一 52 十 43 十 … 十 56 十 41 = 1547, 
ісі ізі k=1 
3 4 3 T? 1 
= 2 7 X 15477 = 1888.97, 
Sr LLX Т = 68367 — zry X 15 888.9 
1 55, J 1 1 Ж. 
Sa тат хауз т — с X 1547 = 28.72, 
1 а T 1 1 й 
5% зат» за = 3503 X 603351 — а X 1547 = 560.97, 
3 
1ч, т? 
See 35 34% SA Ss 
1 1 А 
х 2C 5075 b 5 = % . 
g X 201469 — zyz X 15472 — 28. 72 — 560.97 = 88.61 
Se Sr— 84 — Sg — Saxe 1210. 67. 
得 方差 分 析 表 如 表 9-21 所 示 。 
表 9-21 
来 源 平方 和 自由 度 均 方 和 кш 
因素 A SA 一 28.72 7 一 1 一 2 MS, =14.36 Е,-0.28 
因素 B Sa 一 560. 97 5 一 1 一 3 MSs =186. 99 Fs=3.71 
AXB Saxs =88. 61 (r—1)(s—1)=6 MSaxs=14.78 Faxg=0. 29 
误差 Se 一 1210. 67 rs(m—1)=24 М8; =50. 44 
总 和 Sr=1888. 97 n—1=35 


查 得 临界 值 : Fo (2,24) 一 3.40,Foos(3,24) 一 3. 01,Fuos(6,24) 一 2.51。 


由 于 


Fa = 0.28 < Е, (2,24) = 3.40. 


Fs = 3.71 > Fo.os(3,24) = 3.01, 
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Faxa = 0.29 < Fo.os (6,24) = 2.51, 
故 不 应 拒绝 假设 Hoa fll Hoax a + Ñ W JE BR 2 Hos , 既 可 以 认为 土壤 和 肥料 之 间 不 存在 交互 
效应 ,土壤 对 产量 没有 显著 影响 ,而 肥料 对 产量 有 显著 影响 。 


习题 9.2 


基础 题 

1. 假设 有 4 个 品牌 的 彩色 电视 机 在 5 个 地 区 销售 ,为 分 析 彩 色 电 视 机 品牌 (因素 A) 和 
销售 地 区 (因素 B) 对 销售 是 否 有 影响 ,采集 每 个 品牌 在 各 地 区 的 销售 数据 如 表 9-22 所 示 。 
试 分 析 品 牌 和 销售 地 区 对 彩色 电视 机 的 销售 量 是 否 有 显著 影响 (a 二 0.05)? 


表 9-22 
品牌 销售 地 区 (因素 B) 

(因素 А) В, B, В, В, B: 
А 365 350 343 340 323 
А 345 368 363 330 333 
A, 358 323 353 343 308 
A, 288 280 298 260 298 


2. 为 了 给 4 种 产品 鉴定 评分 , 特 请 来 5 位 有 关 专 家 (鉴定 人 ) ,评分 结果 列 于 表 9-23。 
试用 方差 分 析 的 方法 检验 产品 的 差异 和 鉴定 人 的 差异 。(a 二 0. 05) 


表 9-23 
鉴定 人 (B) 
产品 (4) 
° © [6] Ф ® 合计 平均 
J 7 9 8 7 8 39 7.8 
2 10 10 8 8 9 45 9.0 
3 7 5 5 4 6 27 5.4 
4 8 6 4 4 4 29 5.8 
合计 32 30 28 23 27 140 


З. 在 某 种 金属 材料 的 生产 过 程 中 ,对 热处理 时 间 ( 因 素 A) 与 温度 (因素 B) 各 取 两 个 水 
平 ,产品 强度 的 测定 结果 (相对 值 ) 如 表 9-24 所 示 ,在 同一 条 件 下 每 个 试验 重复 两 次 。 设 各 
水 平 搭配 强度 的 总 体 服从 正 态 分 布 且 方差 相同 ,各 样本 独立 , 问 热处理 温度 .时 间 以 及 这 两 
者 的 相互 作用 对 产品 强度 是 否 有 显著 的 影响 ? ( 取 a =0. 05) 


表 9-24 


A, 38.0 38.6 45.0 44.8 
A, 47.0 44.8 42.4 40.8 


@ BIS 方差 分 析 与 回归 分 析 


提高 题 
1. 考虑 3 种 不 同形 式 的 广告 与 5 种 不 同 的 价格 对 某 种 商品 销量 的 影响 ,我 们 选取 某 市 
15 家 大 超市 ,每 家 超市 选用 其 中 的 一 种 组 合 , 统 计 出 一 个 月 的 销量 如 表 9-25 所 示 。 


表 9-25 


希望 由 上 述 统计 结果 判断 ; 

(1) 不 同 广告 形式 下 商品 的 销量 差异 是 否 显 著 ; 

(2) 不 同 价格 下 商品 的 销量 差异 是 否 显著 。(c 一 0.05) 

2. 在 某 农 业 试 验 中 为 了 考查 小 麦 种 子 及 化 肥 对 小 麦 产量 的 效应 ,选取 4 种 小 麦 品种 和 
3 种 化 肥 做 试验 , 现 对 所 有 可 能 的 搭配 在 相同 条 件 下 试验 两 次 ,产量 结果 如 表 9-26 所 示 。 


表 9-26 


产量 /(kg/ 亩 ) 小 麦 品种 (4) 


因素 B A. А, А А, 


293 292 308 310 325 320 370 368 
化 肥 (B) 


试 分 析 小 麦 种 子 类 型 和 化 肥 类 型 对 小 麦 产 量 的 影响 。(a 二 0.05) 


9.3 一 元 线性 回归 


在 现实 世界 中 ,人 们 经 常 研究 一 些 变量 与 男 外 一 些 变 量 的 关系 。 这 些 关系 大 致 可 以 分 
为 两 种 ,一 种 是 确定 性 关系 ,如 圆 的 半径 与 圆 的 面积 ; 有 一 种 确定 的 关系 , 即 s= xr, 2 
一 种 是 非 确定 关系 ,如 人 的 身高 和 体重 ,一 般 来 说 ,身高 越 高 ,体重 越 重 ,但 也 不 是 绝对 的 ; 
又 如 农作物 的 产量 与 施肥 量 有 一 定 的 关系 。 但 身高 与 体重 、 产 量 与 施肥 量 之 间 存 在 一 种 非 
确定 性 关系 ,我 们 把 这 种 关系 也 称 为 相关 关系 。 对 变量 间 的 相关 关系 ,虽然 变量 之 间 不 能 用 
完全 确切 的 函数 形式 来 表示 ,但 是 可 以 通过 这 些 变 量 的 观测 数据 ,发 现 它们 之 间 存 在 的 统计 
规律 性 。 这 种 由 一 组 非 随机 变量 来 估计 或 预测 某 一 个 随机 变量 的 观测 值 时 ,所 建立 的 数学 
模型 及 进行 的 统计 分 析 , 称 为 回归 分 析 。 如 果 这 个 模型 是 线性 的 就 称 为 线性 回归 模型 。 这 
种 方法 是 处 理 变 量 间 相关 关系 的 有 力 工 具 , 是 数理 统计 中 常用 的 一 种 方法 。 随 着 计算 机 的 
发 展 及 各 种 统计 软件 包 的 出 现 ,回归 分 析 的 应 用 越 来 越 广泛 。 本 书 只 学 习 线 性 回归 的 基本 
问题 。 下 面 讨论 一 元 线性 回归 分 析 问 题 。 
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9.3.1 引 例 


【 例 1] 考查 硫酸 铜 在 100g 水 中 的 溶解 量 > 与 温度 xz 的 关系 时 , 作 了 9 次 试验 ,其 结 
果 如 表 9-27 所 示 。 


表 9-27 
温度 x/ 0 10 20 30 40 50 60 70 80 


溶解 度 Mg | 14.0 17.5 21.2 26.1 29.0 33.3 40.0 48.0 54.8 


从 表面 上 看 , 随 着 温度 的 升 高 ,溶解 度 在 增加 。 为 
了 找到 溶解 度 与 温度 之 间 的 关系 , 先 把 9 对 数据 (zi;,y;) 
看 成 直角 坐标 系 中 的 点 ,在 图 中 画 出 9 个 点 (如 图 9-1 
所 示 ) , 称 这 张 图 为 散 点 图 。 从 散 点 图 发 现 9 个 点 基本 
在 一 条 直线 附近 ,也 就 是 说 溶解 度 y 与 温度 z 之 间 大 致 
呈 线 性 关系 。 这 些 点 与 直线 的 偏离 是 由 于 测试 过 程 中 
随机 因素 影响 的 结果 , 故 反映 溶解 度 与 温度 数据 可 假设 
有 如 下 的 结构 形式 : y; 二 a 十 bzi; 十 e; (i 二 1,2,…,9), 其 
те, 是 随机 误差 , 它 反 映 了 变量 之 间 的 不 确定 性 。 图 


9.3.2 一 元 线性 回归 模型 


一 般 地 ,已 知 两 个 变量 x 和 之 间 存 在 着 某 种 相关 关系 ,通过 试验 或 观测 得 到 变量 x 
Жу 的 对 数据 (zi,yi) ,把 每 对 数据 (zi,y) 看 成 直角 坐标 系 中 的 一 个 点 , 画 出 散 点 图 ,通过 
观察 散 点 图 中 的 点 ,估计 一 下 y 与 x 之 间 具 有 的 函数 关系 。 如 果 y 关于 xz 大 致 呈 线 性 关 
系 ,可 设 y= 二 a 十 bx 十 ewe~N(0,o*)。 这 里 总 假定 xz 为 一 般 变量 ,是非 随机 变量 ,其 值 是 可 以 
精确 测量 或 严格 控制 的 ,a,b 为 待定 系数 ,e 是 随机 误差 。 

由 于 a.b 均 未 知 ,需要 我 们 从 收集 到 的 数据 (xi,y;) (i 二 1,2,…,n) 出 发 进行 估计 。 在 收 
集 数据 时 ,我们 一 般 要 求 观察 独立 地 进行 , 即 假定 уз уго у, 相互 独立 。 综 合 上 述 诸 项 假 
定 , 于 是 我 们 可 以 给 出 最 简单 .常用 的 一 元 线性 回归 的 统计 模型 ; 

ун = a+ be, іе, ¿i= 1,2,--.n, 


є; ~ N(0,0), £ е, 独立 同 分 布 。 


由 数据 (zi ,yi) (i 二 1,2,…,n), 可 以 获得 a,b 的 估计 ,5, 称 а, 为 回归 系数 (regression 
coefficient) , 称 


(9.10) 


$= 4+ 09.11) 
为 y 关 于 zx 的 经 验 回 归 函 数 ,简称 为 回归 方程 (regression equation) ,其 图 形 称 为 回归 直线 。 


给 定 zx 一 zo JA RKS =â Hbro 为 回归 值 (在 不 同 场合 也 称 其 为 拟 合 值 、 预 测 值 ) 。 
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9.3.3 参数 a.b 的 最 小 二 乘 估计 


要 求 线性 回归 方程 ?二 4 十 bz ,就 必须 求 a,5 的 佑 计 值 6,5。 为 此 对 于 给 定 的 nn 个 点 
(misi) (roy2) (Zio Yi) sts Ens Yn) 我们 用 实际 值 y, 与 回归 值 y; 之 差 的 平方 和 
(у= $ )2 = (у —a—bzx,i)° 来 刻画 点 (zx; sy) SHRI =a tbr 的 接近 程度 。 

于 是 用 

Ойа.5 = Siy a n? (9.12) 
ізі 

表示 观测 值 与 回归 值 的 总 偏差 平方 和 ,Q 越 小 ,观测 值 Czi,w ) 越 靠近 回归 直线 。 求 ,2 使 
Оба.) EA (2, Б) 处 达到 最 小 ， MJ 称 人 ,2 为 a, b 的 最 小 二 乘法 估计 (least squares 
estimation) 。 这 个 估计 方法 称 为 最 小 二 乘法 (least squares method) 。 

根据 微分 学 求 最 值 的 方法 ,将 二 元 函数 Q(a,5) 分 别 对 a 和 2 求 偏 导数 ,并 令 它 们 等 于 


零 , 得 
20 ч 
24 250, a — br;) 0, 
ао ч 
Jb 250 Q& 一 pri)zi 一 0， 


经 过 整理 ,可 得 


n+nrb=ny, 
| (9,13) 


пта + У): = Зы 
і=1 ісі 


н L Ya LY y 称 (9.13) 式 为 正规 线性 方程 组 。 由 于 x 不 完全 相同 , 故 下 


规 线性 方程 组 的 系数 行列 式 
n А 
_ Ë n( 2; пх") пУ) (z, х) 50, 
пх У) іті іті 
线性 方程 组 (9. 13) 有 唯一 解 
M Tah —пх у 
b= '—— 
а-а (9.14) 
4-;-б 


为 了 计算 方便 引入 记号 
Б,, Ха 5-9 ту-ту Уа: ӨРЕ) 


өз nanm (0 
п 1 п 2 
Le У zy ӨЗЕН nz >= (Èa) , 
i=l і 


Бу Хо у)? >: пу? x: l>.) 
解 (9. 14) 式 变 成 


L 


Ë= 1/1, 
ре (9.15) 
4-у-бғ, 
所 以 线性 回归 方程 为 Y 一 人 十 如 。 
【 例 2] 求 本 节 例 1 中 溶解 度 > 与 温度 xz 的 线性 回归 方程 。 
解 ”经 计算 得 表 9-28。 
表 9-28 
序号 х у х} ху. y: 
1 0 14 0 0 196 
2 10 17; 5 100 175 306. 25 
3 20 21.2 400 424 449.44 
4 30 26.1 900 783 681.21 
5 40 29.2 1600 1168 852.64 
6 50 33.3 2500 1665 1108.89 
4 60 40 3600 2400 1600 
8 70 48 4900 3360 2304 
9 80 54,8 6400 4384 3003. 04 
和 数 360 284. 1 20400 14359 10501. 47 


X (360)? = 6000, 


Хз) = 20400 


о|- 


i 
L, = > ziy: - >= и = 14359 — È x 360 X 284.1 = 2995, 


9 9 
L» = У» (У) 10501. 47 ух (284. 1)? = 1533, 38, 


¿= у — bT = 31.567 — 0.4992 X 40 = 11.599, 
因此 所 求 的 线性 回归 方程 为 ?=11. 599-0. 4992, 


9.3.4 回归 方程 的 显著 性 检验 


通过 最 小 二 乘法 ,对 任意 给 出 的 对 数据 (z;,y;) ,都 可 以 求 出 4,6, 可 得 到 线性 回归 方 
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程 $=6 十 如 。 但 事实 上 ,y 与 x 之 间 是 否 真 的 存在 线性 相关 关系 还 不 确定 ,还 需 判 断 у 与 x 
之 间 是 否 真 的 存在 线性 相关 关系 。 如 果 在 y==a 十 bx 十 e 中 4 一 0, 说 明 > 的 变化 对 y 没有 影 
响 。 因 而 ,变量 z 就 不 能 控制 变量 >, 即 用 回归 直线 方程 > 一 “十 pz 就 不 能 描述 y 与 x 之 间 
的 关系 ,因此 首先 提出 待 检 假设 : 
Ho :b = 0, H. :b 5 0. 

如 果 拒 绝 原 假设 , 求 得 的 回归 方程 就 有 意义 , 称 回 归 方程 的 线性 相关 关系 是 显著 的 。 

下 面 介 绍 下 检验 。 

下 检验 是 采用 方差 分 析 的 思想 ,从 数据 出 发 研究 各 у, 不 同 的 原因 。 首 先 引 入 记号 : 记 
ў =, 为 回归 值 ,y; 一 3; 为 残 差 。 

首先 分 析 引 起 各 y; 不 同 的 原因 ,其 主要 原因 有 两 个 方面 : 一 是 自 变量 x 取 值 的 不 同 ; 
二 是 其 他 因素 (包括 试验 误差 ) 的 影响 ,为 了 检验 两 方面 的 影响 哪 一 个 是 主要 的 ,需要 把 引起 


数据 总 波动 的 总 偏差 平方 和 工 ,, 一 У (yi у)? 进行 分 解 ,从 而 找到 适当 的 检验 统计 量 , 即 


Ly > (Oy, у) 5i бу; $, + $, у)? 
ізі іші 

= > (и 9) + 5) (六 一 四 2 = Q+U, 
i=1 i=l 


Ah ie 
i i=l i 


因为 各 是 回归 直线 一 二 bz 上 的 模 坐 标 为 x; 的 点 的 纵 坐标 ,并 且 二 2) $ = 


1 》 аф ko абе 二 ,所 以 生 , 况 ,…, 训 ,…, 训 的 平均 值 也 是 ,从 而 可 以 推出 


n izi 


U > у)? D [+Ë (¿+Ë z) ËD G 2) = 


这 不 仅 说 明 U = е (3; 一 y)? 是 反映 3 , 9, „5, 的 分 散 程度 ,还 说 明 它 是 来 源 于 
А 的 分 散 程度 ,并 通过 工 对 y 的 线性 影响 而 反映 出 来 ,所 以 称 U 为 回归 平 
方 和 ,其 自由 度 为 1( 因 为 自 变 量 的 个 数 为 1) 。 

而 Q = (Oy, — 30% [yw — (à Ае) P EA ENT Q(a, 妃 的 最 小 值 。 
反映 了 观测 值 偏离 回归 方程 的 程度 ， 这 种 偏离 是 由 非 线 性 因素 及 试验 误差 引起 的 , 称 为 剩余 
平方 和 (或 残 差 平方 和 ,误差 平方 和 ), 其 自由 度 是 工 ,, 的 自由 度 n 一 1 减 U 的 自由 度 1, 即 
(n—1)—1=n—2, 

直观 上 ， ER EO hanku 
Q 在 Lw 中 所 占 的 比例 大 小 ， 或 者 要 看 如 的 大 小 ,这 个 比值 大 ,回归 效果 就 越 好 。 具 体 判 断 


回归 效果 , 需 用 检验 统计 量 。 
计算 U,Q 时 ,有 下 面 公式 


(9.16) 


93 — TC f4 Dya @ 


理论 上 可 以 证 明 如 下 的 结果 。 

定理 1 如 果 H;:b=0 为 真 , 则 

(1) Q/e ~K (п 2); 

(2) UJA ~Ë D; 

(3) U 与 Q 相互 独立 。 

由 下 分 布 的 定义 ,构造 下 检验 统计 量 

F атар Ға» 2). (9.17) 

WÈ + Ej y 之 间 的 线性 关系 显著 , 则 回归 平方 和 U 的 观测 值 较 大 ,因而 统计 量 F 的 观 
测 值 也 较 大 。 对 给 定 的 显著 性 水 平 a, 查 附 表 5 得 临界 值 F(1,n 一 2), 原 假设 H,: b= 0 的 
拒绝 域 为 FZ F.,(1,n—2); 相反 ,如 果 y 与 x 之 间 的 线性 关系 不 显著 , 则 下 的 观测 值 就 
较 小 。 

如 果 FF 宇 F,(1,n 一 2) ,就 拒绝 原 假设 Ho ВЗА У y 与 x 之 间 的 线性 关系 显著 ; 如 果 
F<F。(1,n 一 2), 则 接受 原 假设 H, ,认为 y 与 x 之 间 的 线性 关系 不 显著 ,或 者 不 存在 线性 相 
关 关 系 。 

根据 上 述 分 析 , 对 回归 方程 的 显著 性 检验 , 即 检验 假设 日 ,:5 二 0, 可 将 上 述 检 验 过 程 列 
成 相应 的 一 元 线性 回归 方差 分 析 表 (如 表 9-29 所 示 )。 


表 9-29 
方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 和 Fí 临界 值 
E i Ек 
回归 U 1 U/1 i F,(1,n—2) 
误差 Q 7 一 2 9/(0п— 2) 
总 和 Її, n—1 


[0] 33] 检验 本 节 例 1 中 求 出 的 线性 回归 方程 的 线性 回归 结果 。(a==0.05) 

解 ” 检验 假设 Н,:0-0.Н,.0з20, 

通过 计算 得 L, 二 1533. 38, 自 由 度 为 8; U=6 La = (0. 4992)? X 6000 一 1495, 自 由 度 
为 1; Q=L,, 一 U= 二 1533. 38 一 1495 一 38. 38, 自 由 度 为 7。 

得 回归 方差 分 析 表 ( 表 9-30). 


Ж 9-30 

方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 和 Ff 临界 值 
回归 U=1495 1 1495 F=15X1 272, 67 | Foos (1.7) =5. 59 
误差 Q=38.38 7 38.38/7 
总 和 L,, =1533. 38 8 


由 于 ЕРЕ, 5 (1.7) =5. 59.9 № Ho:6 二 0, 认 为 y 对 x 有 显著 的 线性 关系 。 
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习题 9.3 


基础 题 

1. 现 收集 16 组 合金 钢 中 的 含 碳 量 > 与 强度 y 的 数据 ,z= 二 0. 125, у = 45. 7886,1... = 
0. 3024.1.,,--25.5218.1.,, --2432. 4566, 

(1) 求 y 关 于 zz 的 一 元 线性 回归 方程 ; 

(2) 对 建立 的 回归 方程 做 线性 回归 的 显著 性 检验 。(a 二 0. 05) 

2. 为 定义 一 种 变量 ,用 来 描述 某 种 商品 的 供应 量 与 价格 之 间 的 相应 关系 ,首先 要 收集 
给 定时 期 内 价格 = 与 供应 量 y 的 观察 数据 ,假如 观察 到 某 年 度 前 10 个 月 数据 如 表 9-31 


所 示 。 
表 9-31 
价格 /元 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 
供应 量 / 批 45 51 54 61 66 70 74 78 85 89 


试 求 y 与 x 的 经 验 线性 回归 方程 。 
3. 为 了 确定 在 老鼠 体内 血糖 的 减少 量 y 和 注射 胰岛 素 A 的 剂量 z 间 的 关系 ,将 同样 
条 件 下 繁殖 的 7 只 老鼠 注入 不 同 剂 量 的 胰岛 素 A, 所 得 7 组 数据 如 表 9-32 所 示 。 


表 9-32 
А 的 剂量 x, 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 
血糖 减少 量 y, 30 26 40 35 54 60 64 


从 散 点 图 我 们 发 现 7 个 点 基本 在 一 条 直线 附近 。 

(1) Жу AF а 的 一 元 线性 回归 方程 ; 

(2) 对 建立 的 回归 方程 作 线性 回归 的 显著 性 检验 。(a 二 0. 01) 

4. 由 专业 知识 知道 ,合金 的 强度 y( X10’Pa) 与 合金 中 碳 的 含量 z(%) 有 关 , 我 们 把 收 
集 到 的 数据 记 为 (zx;,yi) (i 二 1,2,…,n)。 收 集 到 的 12 组 数据 如 表 9-33 所 示 。 


表 9-33 


从 散 点 图 我 们 发 现 12 个 点 基本 在 一 条 直线 附近 。 

A) Жу А Ға 的 一 元 线性 回归 方程 

(2) 对 建立 的 回归 方程 作 线 性 回归 的 显著 性 检验 。(a 二 0. 01) 

提高 题 

1. 随机 抽取 7 家 超市 ,得 到 其 广告 费 支出 和 销售 额 数 据 如 表 9-34 所 示 。 
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表 9-34 
超市 广告 费 支出 x/ 万 元 销售 额 y/ 万 元 
1 1 19 
2 2 32 
3 4 44 
4 6 40 
5 10 52 
6 14 53 
7 20 54 


(1) 试 求 销售 额 对 广告 支出 的 回归 方程 ; (2) 对 建立 的 回归 方程 作 线性 回归 的 显著 性 
I. (а=0. 01) 

2. 经 定性 分 析 ,城市 流动 人 口 与 某 传染 病 确 诊 病 例 数 有 一 定 的 依存 关系 , 现 有 某 城市 
10 个 相应 的 资料 如 表 9-35 所 示 。 


Ж 9-35 
流动 人 口 数 /万 人 12 13 14 18 20 22 30 30 36 40 


确诊 病例 数 / 例 300 250 280 390 500 550 600 590 650 760 
Ж. (1) 某 传染 病 确 诊 病 例 数 y 与 流动 人 口 数 z 之 间 的 线性 回归 经 验方 程 ; 


(2) 预测 流动 人 口 数 为 50 万 时 , 某 传染 病 确诊 病例 数 的 范围 ; 
(3) 车 要 使 某 传染 病 确诊 病例 数控 制 在 500 一 800 之 间 , 流 动人 口 应 如 何 控 制 (a==0.05)? 
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在 实际 问题 中 ,具有 相关 关系 的 两 个 变量 y 与 ,不 一 定 都 具有 线性 回归 关系 ,而 可 能 
具有 曲线 回归 关系 。 这 时 选 配 恰当 类 型 的 曲线 比 选取 直线 更 符合 实际 情况 ,这 就 是 所 谓 非 
线性 回归 问题 。 对 于 非 线 性 回归 ,首先 根据 专业 知识 或 样本 散 点 图 的 形状 初步 选 定 回归 曲 
RRA ,然后 再 根据 样本 数据 来 估计 方程 中 的 未 知 参数 。 在 许多 情形 下 , 非 线性 回归 可 以 通 
过 某 些 简 单 的 变量 交换 ,转化 为 线性 回归 模型 来 解 ,这 就 叫做 线性 化 。 线 性 化 的 方法 比较 灵 
活 , 下 面 介绍 几 种 常见 的 一 元 非 线 性 回归 方程 及 其 线性 化 的 变换 方法 。 


9.4.1 几 种 常见 的 曲线 及 其 变换 


1. 双 曲 线 二 一 4 十 和 (如 图 9-2 所 示 ) 。 


1 
今 z= 二 一 ,1 二 


, 则 得 到 直线 回归 方程 > 一 0 十 at。 

2. ЖАЙ y=baz°(b2>0) (如 图 9-3 所 示 )。 两 边 取 对 数 , 得 Iny 王 ln 十 alnz。 令 z= 
lny,t 一 Inz,d 一 In, 则 原 方程 化 为 直线 方程 > 一 d 十 at。 

3. 指数 函数 у= ре (0 二 0) (如 图 9-4 所 示 )。 两 边 取 对 数 得 Iny 一 In 十 az。 令 z= 
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图 9-4 


Iny,d 二 lnb, 则 原 方程 化 为 直线 方程 > 一 cd 二 az。 
在 研究 经 济 变量 逐年 增长 的 规律 时 ,指数 回归 模型 显然 可 用 于 估算 该 变量 的 平均 增 


长 率 。 

4. 对 数 函 数 > 一 2 十 alnz(z 二 0)( 如 图 9-5 所 示 )。 令 t= 二 lnz, 则 原 方程 化 为 直线 方程 
3 一 0 十 at 

5.S 型 曲线 у= — R 9-6 所 示 )。 令 = 一 二 ,一 e, 则 原 方程 化 为 直线 方程 
z=a tbt. 

在 研究 某 些 具有 增长 极限 的 生物 过 程 中 ,常常 采用 S 型 曲线 ,文献 上 也 常 称 罗 辑 斯 详 
(logistic) 曲线。 


除 此 之 外 ,对 其 他 一 些 函 数 也 可 类 似 地 进行 线性 化 ,如 y= 二 5 十 ax? ,只 需 令 1 二 zx? 即 可 化 
为 y 一 0 十 at。 
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y y 
y 
a>0 а<0 
о т о ЕЗ 
(а) (b) х 
9-5 图 9-6 


9.4.2 非 线性 回归 分 析 实 例 


【 例 1] 同一 生产 面积 上 某 作 物 单 位 产品 的 成 本 与 产量 间 近 似 满足 双 曲 型 关系 


езе 2, 
试 利用 表 9-36 的 资料 , 求 出 y 对 xz 的 经 验 回归 曲线 方程 。 
表 9-36 
х, 5.67 4.45 3.84 3.84 3.73 2.18 
у 17.7 18.5 18.9 18.8 18.3 19.1 


м 令 v 一 过, 则 经 验 回 归 方程 为 3 一 十 色 , 列 表 9-37 计算 如 下 。 


Ж 9-57 
ш 0.18 0.22 0.26 0.26 0.27 0. 46 
у 17.7 18. 5 18.9 18.8 18.3 19.1 
u 0. 0324 0. 0484 0.0676 0. 0676 0.0729 0.2116 
шу! 3.186 4.07 4.914 4.888 4.941 8.786 
由 公式 得 
6 1 6 6 
` > p D, 
р а m TEE: 
1 2 
2. " 
> ui 6 ( > ш ) 
人 = 了 


Ва = 17.508, 
由 此 得 经 验 回归 方程 3 一 17. 508-3:8, 
习题 9.4 


基础 题 
1. 在 研究 棉花 的 病虫害 时 发 现 每 只 红 铃 虫 的 产 卵 数 y 与 温度 上 有关, 观测 数据 如 
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表 9-38 所 示 。 


Ж 9-38 
t 21 23 25 27 29 32 35 
у 7 11 21 24 66 115 325 


求 产 卵 数 y 与 温度 的 回归 方程 。 

2. 商品 的 需求 量 与 其 价格 有 一 定 的 关系 。 先 对 一 定时 期 内 的 某 商品 价格 x 与 需求 量 
y 进行 观察 ,取得 该 种 商品 的 需求 量 与 价格 的 统计 数据 如 表 9-39 所 示 , 试 判断 商品 价格 与 
需求 量 之 间 回 归 函 数 的 类 型 ,并 求 需求 量 对 价格 的 回归 方程 。 


表 9-39 
价格 x/ 元 2 B 4 5 6 7 8 9 10 11 
需求 量 y/kg 58 50 44 38 34 30 29 26 25 24 


(95 ”多 元 线性 回归 简介 


在 许多 实际 问题 中 ,往往 要 讨论 一 个 随机 变量 与 多 个 变量 的 相关 关系 问题 。 这 要 用 多 
元 回归 的 方法 来 解决 。 


9.5.1 多 元 线性 回归 模型 


设 随机 变量 y 与 普通 的 变量 zi ,zz,…,zw 之 间 满 足 线性 关系 
y = b T bizi Horr: + *= +H Oulm +e, (9.18) 
(9. 18) 式 是 多 元 线性 回归 模型 ,其 中 zi ,zs,… ,zx 是 可 控 变量 ,y 是 可 观测 的 随机 变量 ， 
bo sbi sbrt s bm JE IF E HY A R, e 是 随机 误差 ,e ~ Л (0,02), 02 未知。 如果 对 变量 
(алло ЗУТ n 次 试验 (或 观测 ) ,获得 组 独立 观测 值 
(ma sZa s" Limy) i= 1,2,° no 
它们 应 满足 
Yi = bo + biza + бохо + *** + Бх Heis ¿i= 1,2," ,п» (9,19) 
其 中 的 s 是 第 i 次 观测 的 随机 误差 ,el ,es,…,e, 相互 独立 且 都 服从 相同 的 分 布 N (0,0?)。 
与 一 元 线性 回归 问题 一 样 ,在 多 元 线性 回归 问题 中 ,我 们 仍然 要 解决 两 个 问题 : 一 是 如 


何 通过 样本 求 出 未 知 参数 b .61 ,… sbn 的 估计 值 b。 sbi ,… .加 ,从 而 得 到 回归 方程 


ў = ба + brs +e В, 
二 是 如 何 检验 y 与 zi,zz,…'znw 之 间 是 否 存在 线性 回归 关系 。 


9. 5.2. 参数 bo Bis bs 的 最 小 二 乘 估计 


同一 元 的 情形 类 似 , 仍 用 最 小 二 乘法 来 求 参数 bo ,0 ,… sbn 的 估计 。 令 


os ғланюнюл Ф) 


0-00%.--0- У): — (b T biza + bsza + Б, АО. 
і=1 


使 得 Q 达到 最 小 的 六 о, bn db... b, 的 最 小 二 乘 估计 。 
把 Q РИТ bo sbi set b, 求 偏 导数 ,并 令 偏 导数 等 于 零 得 到 ， 


20 L 2D Ey: — (h Ыза + baza H brn)] = 0, 
% 24 
pa =— 2 УТ»; — (bo T biza + bsza + = + biz; )]za = 0, 
b, ісі 
2а --201» — (b Была 十 pz 十 … 十 baza)]za = 0, 
整理 后 得 到 正规 线性 方程 组 


nba 十 Tati 十 … 十 еті - Pya 
ізі ізі 


ізі 


ge S E Brazeb. = Tag 
ізі i=1 i= i=] 


(9. 20) 


Dana Ба +e -+ Db "е = Уа Уге 


上 述 正规 线性 方程 组 (9. 20) 的 解 即 为 D. bist sbn 的 最 小 二 乘 估计 。 


如 果 设 
1 тп Tim yı bo 
x= 1 та е іе yz же» b 
1 za с" Em Yn 5, 


则 正规 线性 方程 组 可 用 矩阵 表示 为 X Xb=X" y. 
如 果 和 抢 阵 X 是 满 秩 和 矩阵 , 则 XTX 的 逆 矩 阵 (XTX) 一 存在 ,正规 线性 方程 组 (9. 20) 有 唯 


一 解 。 其 解 p 一 (XTX)- 1XTy 就 是 参数 向 量 的 最 小 二 乘 估计 ,于 是 得 到 回归 方程 
$= bo + hz блә таған Hnt m o 


9.5.3 线性 回归 的 显著 性 检验 


同一 元 回归 的 情形 类 似 ,把 总 偏差 平方 和 上 。 一 2) (yi 一? 分 解 , 即 令 


' eR > (у = у)? s" (= h T39— У)? 
ісі 


іші 
= У) (y, — $° У) (9-5) = Q+U, 
ізі ізі 
其 中 
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Yo E-L = U= >) G; 5), (9.21) 
ізі й]. 


Q= У) (y, — $)”, (9. 22) 
іі 


Ші); 234 (z >z, z, ) Ж (хао) BF, BUH 8 2-5 +Ë, +62, +6 


的 值 。 
与 一 元 回归 的 情形 类 似 ,检验 y 与 xz1 ,xs,，…,z。 之 间 是 否 存 在 线性 回归 关系 的 问题 ， 
就 是 检验 假设 
Ны: = b; = =+ = b,, = 0 (9.23) 
是 否 成 立 的 问题 
可 以 证 明 , 在 Ho 成 立 的 条 件 下 ,统计 量 
F Uf ~ F(m.n—m—1), (9, 24) 


Q/(n—m— 1) 
于 是 对 选 定 的 显著 性 水 平 a, WE F>F,(n,n—m—1), WE Ho; 否则 接受 Ho. 
【 例 1】 从 某 小 学 随机 挑选 12 名 女生 ,获得 身高 、 年 龄 .体重 (一 律 取 整数 ) 如 表 9-40 
所 示 。 
Ж 9-40 


身高 /em | 147 149 139 152 141 140 145 138 142 132 151 147 


ER x, / 5 9 11 7 12 9 8 11 10 1 т 13 10 


体重 y/kg 34 41 23 37 25 28 47 27 26 21 46 38 


(1) 试 建立 二 元 线性 回归 方程 2-0 бл былу ,并 对 线性 回归 性 进行 检验 ( 取 a= 
0.05); (2) 在 zi 一 150cm,zs 一 12.5 岁 时 ,预测 体重 yoo 

解 (1) 由 (9. 20) 式 得 正规 线性 方程 组 为 
125 + 1723Ь, 十 118b = 393, 
17235, + 24779. 406, + 17035. 82b, = 56908. 74, 
1186, + 17035. 82b, + 1199. 20, = 40007. 67, 

0.879,6b, 二 1. 444, 故 二 元 线性 回归 方程 为 

3 =— 107. 65 +0. 879x, + 1. 444x20 

(2) 对 线性 回归 性 进行 检验 ,提出 检验 假设 
Н,:, = = 0. 


107. 65,6, 


Mibo 


经 计算 Ly =888. 24.U=632. 13, Q=L, —07= 888. 24—632. 13 一 256. 11 列 成 表 9-41. 
Ж 9-41 

方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 和 кв 临界 值 
回归 632. 13 2 632. 13/2 一 316. 07 F=11.11 Fo.os (2,9)=4.26 
误差 256. 11 9 256.11/9--28.46 
总 和 888. 24 11 


由 于 Е=11. 112>Е0.0 (2,9) =4. 26. 拒 绝 假设 H,, 故 线性 回归 关系 显著 。 


әз saanman © 


体重 的 预测 值 为 加 一 一 107. 65 十 0.879X150 十 1. 444X12. 5 一 42. 25(kg) 。 
在 实际 问题 中 ,如 果 变 量 C(z,y) 的 数据 散 点 图 大 体 呈 现 抛物 线形 状 , 则 可 考虑 用 二 次 
函数 
y=a+bz+b,z* (9.25) 
WE 5y 之 间 的 回归 关系 ,这 就 是 所 谓 的 多 项 式 回 归 问 题 。 令 r оо =, 09. 25) 
式 变 成 


у = a+ bx + br。 (9.26) 
于 是 非 线性 回归 问题 可 转化 为 二 元 线性 回归 问题 。 限 于 篇 幅 , 不 再 举例 。 


习题 9.5 


基础 题 
1. 在 汽油 中 加 入 两 种 化 学 添加 剂 ,观察 它们 对 汽车 消耗 1L 汽油 所 行 里 程 的 影响 , 共 进 
行 9 次 试验 ,得 到 里 程 y 与 两 种 添加 剂 用 量 zi ,zx; 之 间 数 据 如 表 9-42 所 示 。 


Ж 9-2 

ж 0 1 0 1 2 0 2 3 1 
ж 0 0 1 1 0 2 Ë 1 3 
У 15.8 16.0 15.9 16.2 16.5 16.3 16.8 17.4 17.2 


试 求 里 程 y 关于 r ,zs 经 验 线性 回归 方程 。 
2. 某 种 化 妆 品 在 各 城市 中 的 销售 量 Y 与 该 城市 人 口 Xi 及 人 均 收 入 X, 有 关 。 列 出 15 
个 城市 化 妆 品 销售 数据 的 销售 记录 如 表 9-43 所 示 。 


表 9-43 
城市 销售 量 / 箱 人 数 / 千 人 人 均 季 度 收入 /元 
1 120 180 3254 
2 162 274 2450 
3 131 205 2838 
4 223 375 3802 
5 169 265 3782 
6 67 86 2347 
7 192 330 2450 
8 81 98 3008 
9 212 370 2605 
10 103 157 2088 
п 144 236 2660 
12 232 372 4427 
13 252 430 4020 
14 55 53 2560 
15 116 195 2137 
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а) R y AF zk,zs 的 线性 回归 方程 
(2) 对 回归 方程 作 显 著 性 检验 (a 二 0. 01); 
(3) SR zı =220,z; =2500 时 ,销售 量 的 预测 值 。 


总 复习 题 9 


1. 粮食 加 工厂 试验 5 种 储藏 方法 ,检验 它们 对 粮食 含水 率 是 否 有 显著 影响 。 在 储藏 前 
这 些 粮食 的 含水 率 几乎 没有 差别 ,储藏 后 含水 率 如 表 9-44。 问 不 同 的 储藏 方法 对 含水 率 的 
影响 是 否 有 明显 差异 ? (а--0.05) 

表 9-44 


含水 率 /% 


2. 有 三 台 机 器 ,用 来 生产 规格 相同 的 锅 合 金 薄板 。 取 样 测量 薄板 的 厚度 精确 至 千 分 之 
一 厘米 。 结 果 如 表 9-45 所 示 。 


Ж 9-45 
机 器 I 机 器 工 机 器 下 
0. 236 0. 257 0. 258 
0. 238 0.253 0.264 
0.248 0.255 0.259 
0.245 0.254 0.267 


0.243 0.261 0.262 


试 判断 三 台 机 器 生产 薄板 的 厚度 有 无 显著 的 差异 ? (а--0.05) 
3. 为 考查 某 种 维尼 纶 纤维 的 耐水 性 能 ,安排 了 一 组 试验 , 测 得 其 甲醇 浓度 > 及 相应 的 
“ 缩 醇 化 度 ”y 数据 如 表 9-46 所 示 。 


表 9-46 
x 18 20 22 24 26 28 30 
y 26.86 29.35 28.75 28.87 29.75 30.00 30.36 


(1) Жу XT r 一 元 线性 回归 方程 ; 
(2) 对 建立 的 回归 方程 作 线性 回归 的 显著 性 检验 。(a 二 0.01) 


Хі ZE 9 © 


4. 对 某 种 昆虫 旷 化 期 平均 温度 与 铸 化 天 数 测试 得 数据 如 表 9-47 所 示 。 


表 9-47 
ЖИЕН х/С 1.8 14.7 15.6 16.8 17.1 18.8 19.5 20.4 
MERS y 30.1 17.3 16.7 13.6 11.9 10.7 8.3 6.7 


(1) R y Ға 的 一 元 线性 回归 方程 

(2) 对 回归 方程 作 显著 性 检验 (一 0. 05) 。 

5. 研究 高 磷 钢 的 效率 与 出 钢 量 和 Fe, Оз 的 关系 , 测 得 数据 如 表 9-48 所 示 ( 表 中 y 表示 
效率 ,zi 是 出 钢 量 ,zs 是 Fe, O.) 。 


表 9-48 

i хі x y t x x y t хі ха 12 

1 115.3 | 14.2 | 83.5 7 101.4 | 13.5 84 13 88 16.4 | 81.5 
2 96.5 14.6 78 8 109.8 20 80 14 88 18.1 | 85.7 
3 56.9 14.9 73 9 103.4 13 88 15 108.9 | 15.4 | 81.9 
4 101 14.9 91.4 10 110.6 | 15.3 | 86.5 16 89.5 18.3 | 79.1 
5 102.9 | 18.2 83.4 11 80.3 12.9 81 17 104.4 | 13.8 | 89.9 
6 87.9 13.2 82 12 93 14.7 88.6 18 101.9 | 12.2 | 80.6 


(1) 假设 效率 与 出 钢 量 和 Fe, O, 有 线性 相关 关系 , 求 回归 方程 
了 = b; + bizi bz; 


(2) 检验 回归 方程 的 显著 性 。( 取 a=0. 10) 


录 
IN 


概率 论 与 数理 统计 附 表 


附 表 1 


泊 松 分 布 表 


+e 


P(X>z)= > ек 

Ж 4=0.1 4=0.2 4=0.3 4=0.4 =0.5 4=0.6 4=0.7 
0 1. 0000000 1. 0000000 1. 0000000 1. 0000000 1. 0000000 1. 0000000 1. 0000000 
1 0. 0951626 0. 1812692 0. 2591818 0. 3296800 | 0. 393469 0. 451188 0. 503415 
2 0. 0046788 0. 0175231 0. 0369363 0. 0615519 | 0.090204 0. 121901 0. 155805 
3 0. 0046788 0. 0011485 0. 0035995 0. 0079263 | 0.014388 0. 023115 0. 034142 
4 0. 0000038 0. 0000568 0. 0002658 0. 0007763 0. 001752 0. 003358 0. 005753 
5 0. 0000023 0. 0000158 0. 0000612 0. 000172 0. 000394 0. 000786 
6 0. 0000001 0. 0000008 0. 0000040 0. 000014 0. 000039 0. 000090 
7 0. 0000002. 0. 000001 0. 000003 0. 000009 
8 0. 000001 
x 4=0.8 4=0.9 4=1.0 4=1.2 4=1.4 A4=1.6 4=1.8 
0 1. 0000000 1. 0000000 1. 0000000 1. 0000000 1. 0000000 1. 0000000 1. 0000000 
1 0.550671 0.593430 0. 632121 0. 698806 0.753403 0.798103 0.834701 
z 0. 191208 0.227518 0. 264241 0. 337373 0. 408167 0. 475069 0. 537163 
š 0.047423 0.062857 0.080301 0.120513 0.166502 0.216642 0. 269379 
4 0. 009080 0. 013459 0. 018988 0. 033769 0. 053725 0. 078813 0. 108708 
5 0. 001411 0. 002344 0. 003660 0. 007746 0. 014253 0. 023682 0. 036407 
6 0. 000184 0. 000343 0. 000594 0. 001500 0. 003201 0. 006040 0. 010378 
F 0. 000021 0. 000043 0. 000083 0. 000251 0. 000622 0. 001336 0. 002569 
8 0. 000002 0. 000005 0. 000010 0. 000037 0. 000107 0. 000260 0. 000562 
9 0. 000001 0. 000005 0. 000016 0. 000045 0. 000110 
10 0. 000001 0. 000002 0. 000007 0. 000019 
11 0. 000001 0. 000003 


的 表 1 МОЋ 


续 表 
x 4=2.0 =2.5 4=3.0 A=3.5 4=4.0 4=4.5 4=5.0 
0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1. 000000 1. 000000 
Ж 0. 864665 0.917915 0. 950213 0. 969803 0. 981684 0. 988891 0. 993262 
2 0. 593994 0. 712703 0. 800852 0.864112 | 0.908422 0. 938901 0. 959572 
3 0. 323324 0.456187 0.576810 0.679153 0.761897 0.826422 0.875348 
4 0.142877 0. 242424 0. 352768 0.463367 | 0. 566530 0. 657704 0. 734974 
5 0. 052653 0. 108822 0.184737 0. 274555 0. 371163 0. 467896 0. 559507 
6 0.016564 0. 042021 0. 083918 0. 142386 0. 214870 0. 297070 0. 384039 
7 0. 004534 0.014187 0. 033509 0. 065288 | 0.110674 0. 168949 0.237817 
8 0. 001097 0. 004247 0. 011905 0.026739 | 0.051134 0. 086586 0.133372 
9 0. 000237 0. 001140 0. 003803 0. 009874 0. 021363 0. 040257 0. 068094 
10 0. 000046 0. 000277 0. 001102 0. 003315 0. 008132 0.017093 0.031828 
11 0. 000008 0. 000062 0. 000292 0.001019 | 0.002840 0. 006669 0. 013695 
12 0. 000001 0. 000013 0. 000071 0. 000289 0. 000915 0.002404 0. 005453 
13 0. 000002 0. 000016 0. 000076 0. 000274 0. 000805 0. 002019 
14 0. 000003 0. 000019 | 0. 000076 0. 000252 0. 000698 
15 0. 000001 0. 000004 0. 000020 0. 000074 0. 000226 
16 0. 000001 0. 000005 0. 000020 0. 000069 
17 0. 000001 0. 000005 0. 000020 
18 0. 000001 0. 000005 
19 0. 000001 
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附 表 2 标准 正 态 分 布 表 


x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
0.0 | 0.5000 | 0.5040 | 0.5080 | 0. 5120 | 0. 5160 | 0.5199 | 0.5239 | 0.5279 | 0.5319 0. 5359 
0.1 | 0.5398 | 0.5438 | 0.5478 | 0.5517 | 0.5557 | 0.5596 | 0.5636 | 0.5675 | 0.5714 0.5753 
0.2 | 0.5793 | 0.5832 | 0.5871 | 0.5910 | 0.5948 | 0.5987 | 0. 6026 | 0.6064 | 0.6103 0.6141 
0.3 | 0.6179 | 0.6217 | 0.6255 | 0.6293 | 0.6331 | 0. 6368 | 0. 6406 | 0. 6443 | 0. 6480 | 0.6517 
0.4 | 0.6554 | 0.6591 | 0. 6628 | 0. 6664 | 0. 6700 | 0. 6736 | 0.6772 | 0.6808 | 0. 6844 0. 6879 
0.5 | 0.6915 | 0.6950 | 0. 6985 | 0. 7019 | 0.7054 | 0. 7088 | 0.7123 | 0.7157 | 0.7190 | 0.7224 
0.6 | 0.7257 | 0.7291 | 0.7324 | 0.7357 | 0.7389 | 0.7422 | 0.7454 | 0.7486 | 0.7517 0. 7549 
0.7 | 0.7580 | 0.7611 | 0.7642 | 0.7673 | 0.7703 | 0.7734 | 0.7764 | 0.7794 | 0.7823 0. 7852 
0.8 | 0.7881 | 0.7910 | 0.7939 | 0.7967 | 0.7995 | 0. 8023 | 0.8051 | 0. 8078 | 0. 8106 0. 8133 
0.9 | 0.8159 | 0.8186 | 0. 8212 | 0. 8238 | 0. 8264 | 0. 8289 | 0.8315 | 0. 8340 | 0. 8365 0. 8389 
1.0 | 0.8413 | 0.8438 | 0. 8461 | 0. 8485 | 0. 8508 | 0.8531 | 0.8554 | 0.8577 | 0.8599 0. 8621 
1.1 | 0.8643 | 0.8665 | 0. 8686 | 0. 8708 | 0. 8729 | 0. 8749 | 0. 8770 | 0.8790 | 0.8810 | 0.8830 
1.2 | 0.8849 | 0.8869 | 0. 8888 | 0. 8907 | 0. 8925 | 0. 8944 | 0. 8962 | 0. 8980 | 0. 8997 0. 9015 
1.3 | 0.9032 | 0.9049 | 0. 9066 | 0. 9082 | 0. 9099 | 0.9115 | 0.9131 | 0. 9147 | 0.9162 0.9177 
1.4 | 0.9192 | 0.9207 | 0.9222 | 0.9236 | 0.9251 | 0.9265 | 0. 9278 | 0. 9292 | 0.9306 0. 9319 
1.5 | 0.9332 | 0.9345 | 0.9357 | 0.9370 | 0.9382 | 0.9394 | 0. 9406 | 0.9418 | 0. 9430 | 0.9441 
1.6 | 0.9452 | 0.9463 | 0.9474 | 0.9484 | 0.9495 | 0.9505 | 0.9515 | 0.9525 | 0.9535 0. 9545 
1.7 | 0. 9554 | 0. 9564 | 0. 9573 | 0. 9582 | 0. 9591 | 0. 9599 | 0. 9608 | 0. 9616 | 0. 9625 0. 9633 
1.8 |0. 9641 | 0. 9648 | 0. 9656 | 0. 9664 | 0. 9671 | 0.9678 | 0. 9686 | 0. 9693 | 0. 9700 | 0.9706 
1.9 | 0.9713 | 0.9719 | 0. 9726 | 0. 9732 | 0. 9738 | 0.9744 | 0. 9750 | 0. 9756 | 0. 9762 0. 9767 
2.0 | 0. 9772 | 0. 9778 | 0. 9783 | 0. 9788 | 0. 9793 | 0.9798 | 0. 9803 | 0. 9808 | 0. 9812 0. 9817 
2.1 | 0. 9821 | 0. 9826 | 0. 9830 | 0. 9834 | 0. 9838 | 0. 9842 | 0. 9846 | 0. 9850 | 0. 9854 0. 9857 
2.2 | 0. 9861 | 0. 9864 | 0. 9868 | 0. 9871 | 0.9874 | 0.9878 | 0. 9881 | 0. 9884 | 0. 9887 0. 9890 


№2 МКО @ 


续 表 

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9) 
2.3 | 0. 9893 | 0. 9896 | 0. 9898 | 0. 9901 | 0. 9904 | 0. 9906 | 0. 9909 | 0. 9911 | 0. 9913 | 0.9916 
2.4 | 0. 9918 | 0. 9920 | 0. 9922 | 0. 9925 | 0. 9927 | 0. 9929 | 0. 9931 | 0.9932 | 0. 9934 | 0.9936 
2.5 | 0.9938 | 0. 9940 | 0. 9941 | 0. 9943 | 0.9945 | 0.9946 | 0. 9948 | 0. 9949 | 0.9951 0. 9952 
2.6 | 0. 9953 | 0.9955 | 0. 9956 | 0.9957 | 0.9959 | 0. 9960 | 0. 9961 | 0. 9962 | 0. 9963 | 0.9964 
2.7 | 0.9965 | 0. 9966 | 0. 9967 | 0.9968 | 0.9969 | 0. 9970 | 0.9971 | 0. 9972 | 0. 9973 | 0.9974 
2.8 | 0. 9974 | 0.9975 | 0.9976 | 0.9977 | 0.9977 | 0.9978 | 0.9979 | 0. 9979 | 0.9980 | 0.9981 
2.9 | 0. 9981 | 0.9982 | 0. 9982 | 0.9983 | 0.9984 | 0. 9984 | 0.9985 | 0. 9985 | 0. 9986 | 0.9986 
8.0 | 0.9987 | 0.9990 | 0. 9993 | 0.9995 | 0. 9997 | 0. 9998 | 0. 9998 | 0. 9999 | 0. 9999 1.0000 


Е. 表 中 末 行 系 函数 值 DG. 0), P. 1), ---,Ф(3. 9). 
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附 表 3 X 分 布 表 


o 


x(n) 


РО? MDX (n) )=a 


99 | 0.975 | 0.95 | 0.90 By 0.25 | 0.10 | 0.05 0.01 | 0. 005 
1 = 一 0.001 | 0.004| 0.016| 0.102| 1 |1. 323 | 2.706) 3.841| 5.024| 6.635| 7.879 
2 | 0.010 | 0.020| 0.051| 0.103| 0.211| 0.575| 2 | 2.773 | 4.605| 5.991| 7.378| 9.210|10. 597 
3 | 0.072 | 0.115| 0. 216) 0. 352| 0.584| 1.213) 3 | 4.108 | 6.251| 7.815| 9.348|11. 345|12. 838 
4 | 0.207 | 0.297| 0.484| 0.711| 1.064| 1.923| 4 | 5.385 | 7.779| 9.488|11. 143| 13. 277|14. 860 
5 | 0.412 | 0.554| 0.831| 1.145| 1.610| 2.675| 5 |6. 626 | 9.236|11.071|12. 833|15. 086|16. 750 
6 | 0.676 | 0.872| 1.237| 1.635| 2.204| 3.455| 6 | 7.841 |10. 645| 12. 592| 14. 449| 16. 812|18. 548 
7 | 0.989 | 1.239| 1.690| 2.167| 2.833| 4.255| 7 | 9.037 |12. 017| 14. 067| 16. 013 | 18. 475 | 20. 278 
8 | 1.344 | 1.646| 2.180| 2.733| 3.490| 5.071| 8 |10.219|13. 362| 15. 507| 17. 535 | 20. 090| 21. 955 
9 | 1.735 | 2.088 2.700| 3.325| 4.168| 5.899| 9 |11.389|14. 684| 16. 919| 19. 023 | 21. 666| 23. 589 
10 | 2.156 | 2.558| 3.247| 3.940| 4.865| 6.737| 10 |12. 549 | 15. 987 | 18. 307 | 20. 483 | 23. 209| 25. 188 
11 | 2.603 | 3.053| 3.816| 4.575| 5.578| 7.584| 11 |13.701 |17. 275| 19. 675| 21. 920| 24. 725| 26. 757 
12| 3.074 | 3. 571| 4.404| 5.226| 6.304| 8.438| 12 |14. 845118. 549| 21. 026| 23. 337 |26. 217 |28. 299 
13 | 3.565 | 4.107| 5.009| 5.892| 7.042| 9.299) 13 |15. 984 | 19. 812| 22. 362| 24. 736 | 27. 688| 29. 819 
14 | 4.075 | 4.660| 5.629| 6.571| 7.790|10.165| 14 |17. 117|21. 064| 23. 685| 26. 119| 29. 141| 31. 319 
15 | 4.601 | 5.229| 6.262| 7.261| 8.547|11.037| 15 |18. 245 |22. 307 | 24. 996 | 27. 488| 30. 578| 32. 801 
16 | 5.142 | 5.812| 6.908| 7.962| 9.312|11. 912| 16 |19. 369 | 23. 542| 26. 296| 28. 845 | 32. 000| 34. 267 
17 | 5.697 | 6.408| 7.564| 8.672| 10. 085 | 12. 792| 17 |20. 489 | 24. 769| 27. 587| 30. 191| 33. 409|35. 718 
18 | 6.265 | 7.015| 8.231| 9.390|10. 865 | 13. 675| 18 |21. 605 | 25. 989| 28. 869| 31. 526 | 34. 805 | 37. 156 
19 | 6.844 | 7.633| 8. 90710. 117|11. 65114. 562119 |22. 718 | 27. 204 | 30. 144 | 32. 852 | 36. 191 | 38. 582 
20| 7. 434 | 8.260| 9. 591110. 851112. 443 | 15. 452| 20 |23. 828 | 28. 412 | 31. 410| 34. 170 | 37. 566 |39. 997 
21 | 8.034 | 8.897|10.283111.591| 13. 240 | 16. 344| 21 |24. 935 | 29. 615 |32. 671 | 35. 479 | 38. 932|41. 401 
22 | 8.643 | 9.542|10. 982112. 338 | 14. 042 | 17. 240| 22 |26. 039 | 30. 813 | 33. 924 36. 781 | 40. 289 |42. 796 
23 | 9. 260 |10. 196 |11. 689 | 13. 091 | 14. 8481 18. 137| 23 |27. 141 | 32. 007 | 35. 172| 38. 076 | 41. 638 | 44. 181 
24 | 6. 886 |10. 856 | 12. 401 | 13. 848 | 15. 659 | 19. 037124 |28. 241 | 33. 196 | 36. 415 | 39. 364 | 42. 980 | 45. 559 
25 |10. 520 | 11. 524| 13. 120| 14. 911 | 16. 473 | 19. 939125 |29. 339 | 34. 382 | 37. 652| 40. 646 | 44. 314146. 928 


0.995 


0.99 


0.975 


0.95 


0.90 


0.75 


0.10 


11. 
11. 
12. 
13. 
13. 
14. 
15. 
15. 
16. 
17. 
17. 
18. 
19. 
19. 
20. 
21. 
22. 
22. 
23. 
24. 


160 
808 
461 
121 
787 
458 
134 
815 
501 
192 
887 
586 
289 
996 
707 
421 
138 
859 
584 
311 


12. 
12. 
13. 
14. 
14. 
15. 
16. 
17. 
17. 
18. 
19. 
19. 
20. 
21. 
22. 
22. 
23. 
24. 
25. 
25. 


198 
879 
565 
257 
954 
655 
362 
074 
789 
509 
233 
960 
691 
426 
164 
906 
650 
398 
148 
901 


13. 
14. 
15. 
16. 
16. 
1⁄ 
18. 
19. 
19. 
20. 
21. 
22. 
22. 
23. 
24. 
25. 
25. 
26. 
27. 
28. 


844 
573 
308 
047 
791 
539 
291 
047 
806 
569 
336 
106 
878 
654 
433 
215 
999 
785 
575 
366 


15. 
16. 
16. 
17. 
18. 
19. 
20. 
20. 
21. 
22. 
23. 
24. 
24. 
25. 
26. 
27. 
28. 
28. 
29. 
30. 


379 
151 
928 
708 
493 
281 
072 
867 
664 
465 
269 
075 
884 
695 
509 
326 
144 
965 
787 
612 


17. 
18. 
18. 
19. 
20. 
21. 
22. 
23. 
23. 
24. 
25. 
26. 
27. 
28. 
29. 
29. 
30. 
31. 
32. 
33. 


292 
114 
939 
768 
599 
434 
271 
110 
952 
797 
643 
492 
343 
196 
051 
907 
765 
625 
487 
350 


20. 
21. 
22. 
23. 
24. 
25. 
26. 
27. 
28. 
29. 
29. 
30. 
31. 
32. 
33. 
34. 
35. 
36. 
37. 
38. 


843 
749 
657 
567 
478 
390 
304 
219 
136 
054 
973 
893 
815 
737 
660 
585 
510 
436 
363 
291 


35.563 
36.741 
37.916 
39. 087 
40. 256 
41. 422 
42. 585 
43. 745 
44. 903 
46. 059 
47. 212 
48. 363 
49. 513 
50. 660 
51. 805 
52. 949 
54. 090 
55. 230 
56. 369 
57. 505 


41. 
43. 
44. 
45. 
46. 
48. 
49. 
50. 
51. 
53. 
54. 
55. 
56. 
58. 
59. 
60. 
61. 
62. 
64. 
65. 


53.486 
54.776 
56.061 
57.342 
58.619 
59. 892 
61.162 
62.428 
63.691 
64.950 
66.206 
67.459 
68.710 
69.957 
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附 表 4 


о 


PG0(n)>2>t,(n))= 


“ 


ГТ] 


t 分 布 表 


> 0.25 0.10 0. 05 0.025 0.01 0. 005 
1 1.0000 8.0777 6.3138 12. 7062 31. 8207 63. 6574 
2 0. 8165 1. 8856 2, 9200 4.3027 6. 9646 9. 9248 
3 0.7649 1.6377 2,3534 3. 1824 4.5407 5. 8409 
4 0.7407 1. 5332 2.1318 2.7764 3.7469 4.6041 
5 0.7267 1. 4759 2.0150 2.5706 3. 3649 4.0322 
6 0. 7176 1. 4398 1.9432 2.4469 3.1427 3.7074 
7 0.7111 1.4149 1.8946 2.3646 2.9980 3.4995 
8 0.7064 1.3968 1.8595 2.3060 2. 8965 3.3554 
9 0.7027 1.3830 1.8331 2. 2622 2.8214 3.2498 
10 0. 6998 1.3722 1.8125 2.2281 2.7638 3.1693 
11 0. 6974 1. 3634 1.7959 2.2010 2.7181 3. 1058 
12 0. 6955 1. 3562 1.7823 2.1788 2.6810 3.0545 
13 0. 6938 1.3502 1.7709 2.1604 2.6503 3.0123 
14 0.6924 1. 3450 1. 7613 2.1448 2. 6245 2.9768 
15 0. 6912 1. 3406 1.7531 2.1315 2.6025 2.9467 
16 0. 6901 1. 3368 1.7459 2.1199 2.5835 2.9208 
М 0.6892 1. 3334 1. 7396 2.1098 2.5669 2. 8982 
18 0. 6884 1. 3304 1.7341 2.1009 2.5524 2.8784 
19 0. 6876 1. 3277 1.7291 2.0930 2.5395 2.8609 
20 0.6870 1.3253 1.7247 2.0860 2.5280 2.8453 
21 0. 6864 1. 3232 1.7207 2.0796 2.5177 2.8314 
22 0. 6858 1. 3212 1.7171 2.0739 2. 5083 2.8188 
23 0. 6853 1. 3195 1. 7139 2.0687 2.4999 2.8073 
24 0. 6848 1. 3178 1. 7109 2.0639 2.4922 2.7969 
25 0. 6844 1. 3163 1. 7081 2.0595 2.4851 2.7874 


t h @ 


4 

RR 

0.25 0.10 0.05 0.025 0.01 0. 005 

26 0. 6840 1.3150 1.7056 2.0555 2.4786 2.7787 
27 0.6837 1.3137 1.7033 2.0518 2.4727 2.7707 
28 0.6834 1.3125 1.7011 2.0484 2.4671 2.7633 
29 0.6830 1.3114 1.6991 2.0452 2.4620 2.7564 
30 0. 6828 1. 3104 1. 6973 2.0423 2.4573 2.7500 
31 0.6825 1.3095 1.6955 2.0395 2.4528 2.7440 
32 0.6822 1.3086 1.6939 2.0369 2.4487 2.7385 
33 0.6820 1.3077 1.6924 2.0345 2.4448 2.7333 
34 0. 6818 1. 3070 1. 6909 2.0322 2.4411 2.7284 
35 0.6816 0. 3062 1. 6896 2.0301 2.4377 2.7238 
36 0.6814 1.3055 1.6883 2.0281 2.4345 2.7195 
37 0.6812 1.3049 1. 6871 2.0262 2.4314 2.7154 
38 0.6810 1. 3042 1. 6860 2.0244 2.4286 2.7116 
39 0. 6808 1. 3036 1. 6849 2.0227 2.4258 2.7079 
40 0.6807 1.3031 1.6839 2.0211 2.4233 2.7045 
41 0.6805 1.3025 1.6829 2.0195 2.4208 2.7012 
42 0. 6804 1. 3020 1.6820 2.0181 2.4185 2.6981 
43 0. 6802 1.3016 1.6811 2.0167 2.4163 2.6951 
44 0.6801 1.3011 1.6802 2.0154 2.4141 2.6923 
45 0. 6800 1. 3006 1.6794 2.0141 2.4121 2.6896 


497 |OL'T |EL'T |9¿'I |67 |І8Т |98°T |T6 °T |967Т |867Т |2072 |90 
617 |47 |S¿'I |8/1 |187 |98971 |6877 |667 |8671 |0072 |%072 |80 
2271 |S¿'I |8¿'I (І8Т |987 |987 |1671 |967 |0072 |6072 |9072 оге 
SL'T |МЛТ (І8Т |9871 |487 |687 |9671 |6671 |6072 |9072 |6072 ег 
627 |2871 |5871 |/871 |067 |4671 |767 |2072 |9072 |6072 |2172 |91% 
=8°Т |987 |6871 |І6Т |%67 |967 |102 |80 |0172 |2172 |5172 |61% 
881 |0671 |8671 |961 |8617 |102 |90 |0172 |? |9172 |0272 |827% 
8671 |9671 |6671 |1072 |%0%2 |9072 |0172 |91 |6172 |1272 |? |802% 
002 |8072 |5072 |8072 |0172 |212 |/17% |1227 |522 |227 |087 |? 
807 |1172 |72 [91° |8172 |0072 |%272 |8072 |2872 |5672 |8672 | ІР? 
8172 |12722 |8272 |5272 |8272 |0672 |£ Z |8872 |2972 |? |2772 |16% 
2872 |9872 |9672 |8872 |0Ұ2 |2972 |9972 |0672 | %572 |9070 |6672 |29% 
6%72 |1672 |%572 |9672 |8572 |66572 |8972 |7972 |0772 |2272 |5272 |82% 
YL’ .|%М72 |8272 |0872 |282 |982 |7872 |0672 |%672 |9672 |8672 |10% 
2176 [7ТЕ |9776 |2178 |61% |102% |9278 |2078 |0676 |2676 | РЕСЕ |267% 
8278 |6478 |0878 |0878 | Е8"Е |7878 |086 |06% |2678 |7678 |5678 |86% 
PTS |6775 |9776 |ZT'S |8755 |8775 |0075 |20275 |6275 |?2'6 |5276 |72% 
8:6 |296 |96 |96 |576 |96 |276 |TH'6 |6676 |8656 |27676 |56% 
90769 | 6/ 729 | ES 729 | 92729 | 0029 | p¿ 719 | 22 79 | Т2 09 | 6109 | 98 "6S | 了 "69 | 16 786 


021 09 оғ oe tz 02 ST тт от 6 8 


01 "0 一 2 


o= ( (u tu) g< (FU WW) Td 
(шешуі о 


yga S EH 


的 表 5 г Эа @ 


8T 2 
527% 
282 
972 
8674 
5474 
46% 
49% 
047% 
оғ? 
9975 
567% 
67 ӨТ 
87862 


27% 
0872 
8677 
672 
2972 
647% 
107% 
067% 
y 8 
ў 
6975 
29 8 
8r “6T 
27252 


1877 
88727 
4% 
48% 
027% 
9872 
807% 
867% 
1876 
05% 
527% 
2978 
9p “6T 
1052 


66 `Z 
9? 3 
9577 
5972 
4% 
9672 
9% 
y£ 
18% 
95% 
0875 
9978 
Sp “6l 
07870 


972 
85727 
2972 
227% 
5872 
1076 
2275 
Тс 8 
16 8 
29% 
9875 
0278 
ЕРІ 
67572 


857% 
0972 
6972 
6272 
1674 
20 8 
8276 
45% 
00% 
89% 
1675 
?2 8 
IP'6I 
6 `£rz 


021 


oe 
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SI 


ит 
927 
98 'I 
Аа" 
08 т 
IST 
gS'I 
887 
эт 
957 
47 
697 
0971 
297 
$9 Т 


?8 Т 
IFT 
8 "Т 
ӯ Т 
197 
297 
697 
WT 
5971 
997 
497 
697 
0271 
211 
СТ 


А" 
FT 
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Т9 Т 
497 
8971 
6971 
02/71 
М 
СТ 
ет 
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9¿'I 
8271 
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өс оозов-оосо 
ө |о AO iO iO сасар а Y N co 00 


I 


Fi 


IB p 5 ЖЕР 


录 


Ф · 


yD |027 |SP |ІЕ7 |967 |27 [УР |767 [д9 |92% |289 |067 |66%7 |2175 |6275 |2675 |6875 |78 '9 |/0% 2 
587% |06% |96% |1075 |705 |2175 |/1:5 |л2°6 |6 °6 |% 9 |29°6 |0976 |0/76 |2876 | 6675 | 8279 |0979 |9277 |18% 9 
2079 |709 |2179 |879 |6279 |8279 |6679 |69 |26579 |2979 | 899 |9779 |5879 |8679 |ST% |6877 |9777 |е '8 |10%Т 9 
9278 |І88 |9878 |178 |1% 8 |1578 |9678 |9978 |918 |Ұ878 | 06% |868 |7076 |0276 |9676 |0976 |8676 |6971 | 2а ZI y 
067ЕТ | 56787 | 66 Т | ?0 I | 801 | ТРТ |21701 | 62 РТ | ФЕЗІ| Z РТ | ¿P Т | ҮСТ | 29 ЭТ | £¿ ЭТ | 88 °T | ОТ SI | ЎЎ “ST | PO 9T | py LI £ 
05766 |6F°6E | 8F'6€ | 27-66 | 9? 66 |9? "68 | SF'6€ | ep '6Е | TH 68 | ОР "66 | 66766 | 26766 | 96766 | EE 68 | 06766 | SZ "68 | 21766 | 00766 | 16786 2 
8107 | PIOT | OTOT | 9001 | TOOT | 27266 | 17666 | 6 786 | 27976 | 9 "896 | 6 "896 | / 956 | 07876 | Т 7/66 | 87726 | 9 "668 | 27798 | S`66¿ | 87/99 I 

т 

оо 021 09 or o£ tz oz SI “ or 6 8 L 9 s ғ € T £ ш Ы 
920 "0 一 2 


007 |2271 |267 | ЕТ | Т | ZS’T | /6Т | /97 | 5/7 | €8'T | 88' | 6° T | 1072 | 0772 | 1272 | 762 

Т | ЕТ | ЕРТ | OS'T | 607 | Т97 | 997 | 5/7 | Е8Т | І6Т | 96 Т | 202 | 602 | ¿I° | 627 | 577 | 897 | 70% | 267% | 021 
ӨТ | /ФТ| ES'T | 667 | 597 | OL'T | 527 | vet | 26Т | 667 | %02 | 01722 | ¿I | 6272 | 267 | 65% 

IS'T | 897 | 997 | 69Т | 9/7 | 627 | #87 | 267 | 0072 | 8072 | 2172 | 877 | 627 | 9872 | 6%? | 1927 £ 

2977 | 89Т| PL'I | 62 T | Yet | 687 | Е6Т | 102 | 6072 | 9772 | 122 | 7272 | 8672 | 2772 | 667 | 69% £ 

?9T | OL'T | SET | I8'T | 687 | 067 | 6 1 | 607 | 0772 | 8772 | 222 | 8072 | 6672 | eho | 667 | 0L°Z | 6672 | 66% | ВТР 62 
S9'[ | шт | ¿¿ LT | Z8°T | 4877 | Т67 | 967 | 0° | 2172 | 67722 | %27 | 6272 | 9672 | 5772 | 967 | 12% £ 

4077. | EL'T | 627 | F8'T | 8871 | 6671 | ¿6'1 | 907 | 6772 | 0070 | 6027 | 1672 | 2672 | 9772 | ¿S | 827% £ 

69'[ | SL'T 0871 | 6871 | 0671 | 567 | 667 | 207 | сте | 2272 | 227 | 2672 | 6072 | 2772 | 607 | %/% 

тат | LL'T | ФӨТ | 4287 | 267 | 967 | 107 | 602 | 9772 | %272 | 80272 | 9672 | 0%72 | 6Ұ72 | 097 | 927% 

СТ | 62/77 | %87Т | 687 Т | %67Т | 8677 | 607 | Те | 8772 | 60722 | 0672 | 9672 | 2772 | 1672 | 297 | 8/7 

МСТ | 1877 | 987 Т | ТӨТ | 967 | 1072 | 607 | 6772 | 022 | 7272 | 262 | LEZ | %Ұ72 | 6672 | 997 | 0872 | 0% | 27% | 82% Ez 
СТ | }8'T | 6877 | Þ6'T | 86°T | 6072 | 207 | 617 | 627 | 067 | 7872 | 0872 | 9972 | 6672 | 997 | 2872 | SO'S | Ph ' | 067 2% 
ТІӨЗТ | 4877 | 2671 | 967 | 107 | 607 | 072 | 87722 | 622 | 2672 | ¿€ | 2772 | 672 | 2572 | 892 | 382 | LO'S | ¿P ' | Z€ `P 12 
}8'I | 0677 | 6671 | 6677 | 7072 | 8072 | 2172 | 027 | 827 | 667 | 662 | Sve | 16572 | 0972 | 127 | 787 | ОТЕ | 67% | 667 0% 
88'[ | Е6Т | 861 Т | 602 | ¿O` | т | 917 | 627 | 187 | 8877 | 2772 | 8872 | 2572 | 897 | p ` | 0672 | ЕТЕ | 25% | 867 6T 
2677 |4671 | 2072 | 9072 | 1172 | 6172 | 617 | 427 | v£ 2 | тӯ | 92 | 1672 | 8672 | 9972 |227 | 567 | 9Т'Е | SS* | Ip r 8T 
96'[ | 1072 | 9072 | 072 | 6172 | 6172 | 6272 | ТЕ | 8672 | 6%72 | 6 | 6672 | 1972 | 0272 | 1872 | 9672 |028 | 66% 

1072 | 9072 | тг'е | 672 | 672 | %272 | 8272 | 6672 | 2%72 | 672 | %57 | 6672 | 9972 | %272 | 6872 | O` | pe € | 69% | 6Ұ? 9Т 
1072 |117 | 977 | 027 | 6272 | 6272 | 6? | ОҒ? | 872 | pS 2 | 6602 | 92 | 1272 | 6/72 | 0672 | 907% | 6276 | 89% 


оо 021 09 or oe te oz SI z or 6 8 ГА 9 s ғ £ T Т ш 


№5 г Эё (201) 


ол | zz't | вет вт | zst [от Гот Гев т | re'r | вое [ое евге [вее теа [осе [ве | 21% | 69% | zo's | со 
TT ерт | ест | T9°T | 69°T | 921 | авт | set | so'z | 921222 | 062 | 667 | 222 | 292 | 6g` | ez'e | 08% | st's | 00 
SPI | ват | әт | т | авт | авт | ъ6 "т | 90° | ¿t | 2z' | eez | to'z | то | 892 | ez'z | toʻe | 92% | se'e | ez's | 09 
тот | Z¿' | отт |87 | 961 | to'z | 7/02 | 872 |627 | 6g' | сро | esz | 2972 | М7 | oez | ete | 99% | so'r | ze | ov 
өл | ¿g | 61 | to'z | 0 | 912 | 022 | te'z | тро |162 | zsz | сога | 4271487 | 60% | sz'e | es'e | віт | zs's | 06 
вт | 68't | 96 | so'z | 60° | 512|122 | ze'z | ерт | 522 | es'z | 19° | 927 | 8872 | тоте | zz'e | to'e | 02% | es's | 6z 
єт | твт | s6°t | so'z | тт | ¿t | %22 | pe'z | сро | соте | to'z | 692 | 82710672 | 90'e | ez'e | 89% | 227 | 19's | sz 
свт | ee't | 002 | 20° | етте | er'z | sz'z |962 | 1р | sg | s9°z | tv | 082 |2672 | so'e | te'e | 59% | 927 | e9's | zz 
ӨЗІ | se't | 802 |602 | 912 | 222 | 827 | 6672 | 6Ұ2 | 602 | 592 | 2212782 | ez | ОТТЕ | se'e | 29 | ау | 99 | 92 
1671. |86T | so'z | 212 | зт | yav | 062 | 1Ұ2 | 162 | 192 | 892 | 5272 | 82 | 16'2 | etr'e | se's | 69% | 627 | 69's | sz 
%1 | ro'z | s0'z | st | та | 2z' | gee | ур | vss | 972 | 0272 | 8172 | 182 | e6'z | st'e | se'e | 22% | zer | za's | ve 
481 | 02 | ТІ? |812 |927 | 062 | 9e°g |192 | 165 |792 | %22|1821062| 270% | st'e | t'e | sa'e | ser | sa's | ez 
002 | go” | Wiz | tz'z | 27 | sez | ee'z | 052 | 092 | oz'z | 91 '2 | 0872 | 5621 so'e | пае | уре | 82% | вет | ez's | zz 
yo'z | та | t'g | sz'z | te'z | zez | орго | es'z | 976 | ez'z | og'z | 182 | 162 | 60% | sz'e | s'e | 78% | 277 | 876 | 12 
602 | 92 | zz'z | 6z' | ее | ІР? | 92 | 2s'z | 89° | 22 | 0872 | te'z | to'e | 6% | ez'e | ts'e | 98% | ӨР? | ¿8's | oz 
ета | 022 | 127 | ee'z | вее | 52 | te'z | 2976 | za'z |7872 | s8%z | 96°% | so'e | zte | se'e | осте | 06% | te'h | ze's | ol 
617% | 922 | ze'z |867 | Ру | os'2 | 9s°z | 29°2 | a'z | 1872 | s6` | to'e | отт | zz'e | se'e | 19% | se'e | 967 | 86's | вт 
sz'z | zg | se'z | ууа | os'z | 952 | z9'z | 227 |782 |762 | 86°z | 90's | or'e | sz'e | 9% | 99'e | Тот | 2977 | vo'9 | ¿I 
ze'z | ве | ср | te'z |45? | 892 | 892 | 6272 |682 |662 | so'e | оте | сате | ye | os'e | ez'e | вот | 69% | zīt'9 | 91 
о2 | 92 | ze | es'z | 992 | oz'z | 927 |9872 |967 | 90'e | zt'e | oz'e | ez'e | t'e | 85% | og'e | вту | дт | oz'9 | st 
6:2 |<22|192 | 292 | е | ez'z | 282 |562 | so'e | st'e | тате | ez'e | se'e | 05% | 997% | eg'e | yep | 98°% | 08'9 | +I 
0972 | 992|%47|%/7 | 3:87 | 6g'z | se'z | so'e | тте | sz'e |te'e | se'e | 8% | og'e | zae | oo'h | se | 46% | 19 | er 
гіа | 6¿'⁄ | sg' | te'z | 96°g | сое | zoe | вте | вате | ze'e | ре | тете | тое | ez'e |68% | ату | лут | or's | so | ат 
s8'z | 762 | o's | 90'e | атте | zte | ez'e | se'e | ерте | есте | es'e | 99° | ол" | 987% | po'r | ват | вот | 92's | za'9 | TI 
go'e | pt | og | 92°e | тее | ze'e | орге | ze'e | соте | zz'e | sz'e | sg'e | se'e | zo | vz |297 | eg'y | 95 | 69 | Ot 
ЕСЕ | бе | sp'e | re'e | 96% | to'e | 29" | 22 £ | zg'e | 96'e | eo'h | orh | oz | ze | ву | едт | so's | ta's | izu] 6 

29's | ez'e | sz'e | »g'e | 68% | se'e | ооу | оту |0027 | ов | еу | ер | ge | 597 |287 | so's | zp | 90'9 | zsz | 8 

œ | ozz | 09 | œ | og | в | 0 | s | а | or 6 8 L 9 s t £ 2 ТІ ЕШ 


ТІН 2е 


21 


s D S р 


录 


Ф · 


9072 | 417% | 9272 | 6670 | ph | 0672 | 097 | 627 | 067 | 607 | 2176 | 62% | 9678 |83 8 | S¿' | 707 | 267 | SH°S | 9977 82 
0172. | 02° | 6272 | 8872 | 77 | SS' | 697 | 827 | 6672 | 907 | <Г76 | 927% | 6678 | 90% | 8/78 | IT | 097 | бӯ" | 89 12 
8172 | 62" | 672 | Zp' | 067 | 867 | 9972 | 1872 | 967 | 6076 | 8776 | 626 | СӮЕ | 6676 | 2876 | YI” | P9 У | £S` | 2277 92 
1172 | 22° | 9£'2 | 6772 | 957 | 297 | 027 | 687 | 667 | ЕТЕ | 20276 | 2676 | ӨРЕ | 8976 | 6876 | 8І7 | 897 | 7675 | 227 92 
1472 | ТЕ? | 0 | бӯ | 857 | 997 | 7272 | 6872 | £O `£ | 2176 | 9276 | 9£`£ | 00% | 7976 | 0676 | 227 | 2¿ ` | 1975 | 2877 pe 
9272 | S£ | 572 | 9572 | 292 | 0272 | 82/7 | 672 | 70% | Т2" | O£ £ | ТРЕ | 786 | TL'E | 96% | 92% | 9¿ ° | 99° | 98°¿ 5% 
1672 | 072 | 0572 | 8572 | 797 | 6/72 | 6872 | 8672 | 276 | 9276 |98 8 | Sp | 60% | 9776 | 6678 | ТЕ? | 28% | 2275 | 6670 2% 
9872 | 97е | 5672 | 9972 | 227 | 087 | 887 | O'S | ¿I° | TE'S | ОҒ | 16% | 99% | 186 | 907 | ¿£ ° | /8?7 | 8/75 | 20% тё 
272 | 2587 | 1972 | 6972 | 82/7 | 987 | %67 | 607% | £2 ` | ¿€ £ | Sy'e | 9S° | 06 | 78% | ОТ? | ЕРТ | 67 | S8° | 0778 0% 
6772 | 852 | /972 | 9272 | 987 | 267 | 007% | ST'E | 06% | ЕРЕ | 2676 | 896 | 22% | 968 | 217 | 067 | 10% | 6675 | 879% 61 
1872 | 99' | 5470 | 9872 | 267 | 007% | 807% | 627% | ЛЕЕ | 1676 | 0976 | TL'E | 987% | 107 | 627 | 857 | 60% | 109 | 62°8 8T 
S9' | 5272 | 68702 | 2672 | 00% | 807% | 9776 | ТЕЕ | ӨРЕ | 6676 | 8978 | 6¿° £ | 66%. | 077 | £ | 29" | 9U° | TT°9 | Ov'8 ¿I 
S¿' | 987 | £6°2 | 2O`€ | 07% | 8176 | 92`° | ІР“ | 66% | 6976 | 8776 | 6876 | 607 | 0027 | РТ | 227 | 62% | 629 | 65% 9I 
14872 | 96° | 50% | 61778 | 12% | 62' | ЕЕ | 266. | 79% | 0876 | 6876 | 00 | ФГ? | 267 | 9S° | 687| 275 | 98 9 | 89 8 ST 
00 | 60°* | 8778 | ¿2° | SE'S |8 | [S° | 997 | 087% | 9676 | 607 | PTI p | 827 | ӨРТ | 697 | 79076 | 9676 | 159 | 98°8 ҮТ 
ЛЕ [926 | ЗЕ | ЕРЕ | 165% | 6S'ë | 997% | 286 | 96% | ОГ? | 6І? | OE'H | Th | 297 | 98% | TZ°S | 72 °6 | 0¿° | 06 ЕТ 
9876 | ӨРЕ | РСЕ | 27976. | 027% | 8/76 | 9876 | ТО | ӨТ? | 06? | 607 | 0057 | 99% | 78% | 9076 | T'S | 66% | 669 | 666 21 
0975 | 606 | 827 | 9876 | p6° | 207 | ОТР | SZ°h | ОР? | ҰС? | 697 | 927 | 687 | ¿o° |2676 | 7976 | 229 | 127 | 59% п 
T6°€ | 00% | 807 | ¿I | Soy | 66? | ІР? | 957 | TZ h | 58% | voy | 90" | 02% | 66:75 | 79 °S | 66'S | 5679 | 9677 |*O°I OT 
ТЕР [0р |8p' [06° |69% |627 |І8? |967 |Т" |9275 |6676 |¿p'S |195 |0875 |0979 |279 |6679 |2078 |96701 6 
987% |56% |6075 |2175 |00475 |80475 |9675 |2575 |/9% |1875 |1675 |809 |8179 |7679 |699 |1077 |6S% |65978 |90711 8 
5976 92275 |2875 |1675 |6675 |709 |979 |1879 | 好 9 |2979 |2279 |Ұ879 |669 |6777 |977 |5877 |5778 |5676 |62701 4 
88:9 |769 |90: [г |627 |ТЕ77 |0%727 |96577 |227 |2487 |867 |0778 |928 |/%7%8 |6778 191 6 |8/% |2601 |9 "ЕТ 9 
206 (ІТ6 |026 |626 |866 |/7%6 |566 |276 |68% | <0707 | 9ГГСОТ | 62707 ӘР ОТ | 29701 | 26 07 | 6£ IT | 90 2Т | 22 "ЄТ | 92 "9Т g 
9F'ET | 9S'ET | S9'ET | 62 "ЕТ | ?8 ЕТ | E6'ET | 20 “Т | OZ Т | ¿£ УТ | 96 УТ | 99 УТ | 08 ЭТ | 86 ЭТ | IZ°SI | ZG °ST | 86 “СТ | 69 °91 | 00787 | 02772 y 
87792 | 22792 | 26792 | ТР 792 | 09 792 | 09 792 | 69 792 | ,8792 | S02 | 62722 | 6672 | 6722 | 29722 | 16722 | 2782 | 12782 | 9% 62 | 28706 | 21776 £ 
05766 | 6F`66 | 87766 | 27766 | 27766 | 9? 766 | St 66 | £F`66 |Z 66|0f 66|68 "66|28 66|98 66|88 66 | 06766 | 52766 | 21766 | 00766 | 05786 2 
9989 | 6889 | 8T89 | /809 | 1929 | 6629 | 6029 | 2619 | 9019 | 9809 | 2209 | 2865 | 826S | 6S8S | F92S | 6298 | £OPS |< 6667) 2507 Т 
oo 021 09 or 08 tz 02 SI а or 6 8 L 9 s ғ € z I ш w 
10 "0 一 ?7 
华海 


HE5 г Эф Ө 


692 |182 |2672 |2076 |2178 |20278 |2678 |0576 |896 |6876 |9676 |607 |92 |Z |9¿ y |21775 |7875 |6679 |%6%6 0% 
8772 |682 |0076 |ТІСЕ |Т276 | ТЕЕ |ОРСЕ |6676 |9216 |6676 |70? |8Г? | те |93 |S8' |7276 |269 |607 |20701| 6T 
187% |662 |0176 |0276 |0676 ОРЕ |0576 |8976 |9878 |Е0? |ФГ? |807 |tt |997 |967 |2876 |09 |1277 |22701| ВТ 
862 |07% |12% |TE'S |ІРЕ |168 |1976 |6/76 |168 |P |6027 |68 |967 [82° |1075 |0676 |9779 |5677 |88601) ¿I 
TUE |208 |88 8 |УҒЕ lyse |9986 |6276 |2656 |077 |42% |8677 |22% |69% |16% |125 |9975 |089 |167 |86707) 9T 
9278 |468 | ӨРГЕ |8676 |6976 |6776 |8878 |/07 |<07 |2? |%2?7 |797 |<8% |7076 |2876 |0876 |8%9 |0277 |08707| SI 
уре |5626 |9976 |9778 |9876 |9676 |907 |S2` ЕРУ |09 [аду |98 |68075 |9275 |9576 |0079 |899 |267 |9071) TI 
58976 |9278 |4876 |2676 |07 |7 |427 |997 |997 |287 |767 |8075 |60275 | 8776 |6776 |68279 |869 |6778 |ZE'TT| ET 
0678 |170% |21% |62% |66? ерт | есу |22% |16% |6075 |0275 |6676 |265 |9776 |7079 |2679 |%277/ |168 |SL'TT| ZT 
50% |78 [РРР |SS'h |S9° |9/% |98% |6076 |%2% |2%75 |%575 |8975 | 9876 |0779 |2%79 |8879 |097 |1678 |%2%Т| TI 
997% |527 |987 |267 |05 |Л1% |425 |4%%5 |995 |6875 |7675 |2179 | 0679 |9679 |7879 |£ °, |808 |676 |88 2T | OT 
61:65 |065 |Tp'S |25765 |2975 | 6/75 |6876 |609 |ғ29 |279 |%579 |6979 |8879 |6777 |7777 |9677 |22% |ТІСОТ |1981 6 
5676 |909 |8179 |6279 |079 |059 |1979 |1879 |107 |127 |?" |057, |6977 |5677 |0878 |1878 |096 | УОЛТ |6921 8 
802 |614 |164 |277 |6677 |597 |527 11677 |8178 |8878 |1578 |8978 |688 |9176 |2576 |<0701 | 88707 | ОР 21 | 72791 2 
88'8 |006 |216 |Ұ26 |986 | 好 "6 |666 |1876 |8001 | SZOT | 66701 | 2570Г| 62707 | 20 11| ӨРЛІІ | 0 "Т | 26 21 PS "УТ | 69781 9 
PTI |22701 | ОР "Т | 66701 | 99701 | 82701 | 06721 | СТ "ЄТ | 86 "ЄТ | 29781 | 22781 | 96 ЄТ | 00771 | ТС УІ | Ӯ6 ЎТ | 96707 | ЕС '9Т | ТЕ 781 | 827202 g 
2661 |2761 | 1961 | 5/1 | 68 61 | 6002 | 21702 | Ph 02 | 02702 | 26702 | PI Т | 66712 | 29 12 | /6 712 | 97722 | 51762 | 92 72 | 82792 ЕЕ ТЕ ? 
£8'IP |66 Т? | СТ "Ӯ | ТЕ ‘Ӯ | 27727 | 29727 | 82727 | 80727 | 6Е `£ | 69767 | 88 8 | 8ST `hh | ЕРУ? | 98777 | 68 `S | 67 9F | Ly Lb | 08 "67 | 66756 £ 
57667 | 57661 | S'661 | 67661 |6 "667 | S`66[ | 661 |? 661 |? 661 | P 661 | 661 | 661 | H 667 | £ 667 | 7667 | 27667 | 27661 | 0661 | S°861 2 
59752 | 65650 | 65460 | 8F[SZ | ??050 | 07670 | 96872 | 08972 | 92772 | 72272 | 16072 | 62682 | 61/62 | /Е?Е2 | 92060 | 00522 | 51912 | 00002 | 1129Т I 
оо 01 09 оғ 0е tz 02 SI а от 6 8 ГА 9 5 ғ € T I ш 2 
£00 "0 一 2 
00'[ | 267 | ¿F'I | 6s°T | OL'T | 627 | 8877 | ?0 2 | 817 | 2672 | ІР? | 1572 | 2972 | 0872 | 2078 | 2676 | 8/76 | 197 | 6979 co 
ӨЕСТ | ест | 997 | 927 | 987 | 6677 | 6072 | 6172 | ?Е7 | 27 |93 2 | 99°Z | 6272 | 96° | ¿I 8 | 8776 | 567% |623 | S8'9 | OZI 
0077 | 27 | 9871 | 67 | 6072 | 2172 | 0272 | 6672 | 007 | 68972 | 227 | 2872 | 662 | 2178 | PE'E | 65976 | €I ` | 867 | 807, 09 
0877 | 267 |207 |1172 |027 | 627 | 267 | 227 | 997 | 0872 | 6872 | 662 | 217% | 6076 | 1578 | 6876 | I£ | 8176 | ТЕМУ оғ 
1072 | ТІ2 | 1272 | 087 | 667 | 2%72 | 6672 | 0272 | 9872 | 862 | ¿O° | ¿1° | 06% | РЕ | 0278 | 207 | IS | 6675 | 9672 08 
80'2 | “72 | 62° | 6672 | Тр | 6p | 2657 | 6/7 | 18° | 00% | 607% | 025 | 6678 | OS'S | 6/76 | %07 | S° | 275 | 09 62 


009 |419 |569 |ZS'9 |89°9 |6879 |l10` |2877 |68977 156 2 |2178 |S€`8 |9978 |5076 |8676 |96 7017 | 967ТТ | Т8 87 |696Т7| TI 
9779 |%69 |2177 |0677 |277 |%9% |087, |ЕГ8 |<78 |6778 |9678 |0276 |256 |267 |8? ОТ | 82711 | 6671 | 16 ЭТ | 70712| OT 
18:27 |0078 |6178 |2678 |6678 |2778 |0678 |%276 |756 |6876 |ТІСОТ| л "ОТ Ол "ОТ | £T IL Т2 "ТТ | 96701 | 06 "ЄТ | 66 791 | 98722 6 
8856 |6526 |6276 |2626 |ТІСОТ| 0607 | ӨРСОТ | ?Р8СОТ | 6ІСІІ | РОСТ | 22711 | РО "Т | OP ZI | 98701 | ӨРГЕТ | 66 ЭТ | 68-57 | 6Р 81 | 27752 8 
471 | Т6 "ТТ | 21701 | £€ "Т | 66701 | £¿ `T | 66701 | 26781 | TZ "ЕТ | 80 °T | ЕС ЭТ | 69 ЭТ | 20751 | 26-51 | 12797 61 ¿T | 22-81 | 69 712 | 52762 4 
692757 | 66751 | 12791 | РР 91 | 29797 | 68 91 | 21721 | 96771 | 66721 ТРТ | 69787 | Е0 “67 | 97 61 | Е0 702 | 18 702 | 26 712 | 02762 | 00722 | 1 65756 9 
64782 | 90772 | ЕЕ 772 | 09 772 | 28 72 | PT 392 | 66 "92 |16 SZ |а? 792 | 26792 | 72722 | 79722 | 91782 | 78782 | </ 760 | 60716 | 02786 | ат" |8177 5 
507 | 0% Ӯ? | 52 7% | 60757 | ЕР 'Sh | 22757 | ОТ 79Ғ | 92797 | ТР 727 | 60787 | 27787 | 00767 | 99-67 | 66706 | TL "ТС | ph £S | 81:96 | 60719 | РІ 22 i 
57821 | O'PZT | S'PZT | O'SZT lb sot | 67521 | Р7921 Р Let | 67821 | 27621 | 6621 | 97061 | 9 TET | 87261 | 9 ЕТ |T LET | T THT | 67891 | 0 ¿91 £ 
57666 | 57666 S'666 | S`666 |9"666 | 57666 | "666 Y "666 | 666 1? 7666 | 666 | 7666 | + "666 | 67666 | £ "666 | 27666 | 27666 | 07666 | 57866 2 
.9969 | .0f89| .8T89| .L829| .1929| .S829| .6029 | .8619 | .2019) .9809 | .£209 | .1865| .606%) .6S8S| .Ұ926| .9299| „ТОР „0005 | ,ESO I 
со 021 09 оғ oe tz 02 SI z от 6 8 L 9 s ғ е T Т ТІ 4 
T00 70--9 
007. | 9E'T | EG'T |/97 | 62 1 | 067 | 007 | 6172 | 962 | 252 | Z9°Z | Z | 067 | 60'S | S£ `£ | 2/78 | 807 | 0676 | 88 ¿ со 
ЛТ | T9'T | S¿'I | 287 | 867 | 602 |6772 | 7/67 | %572 | 1272 | І872 | 6672 | 60% | 8076 | 6676 | 2676 | 067 | pS' | 8778 | 071 
6971 | Е8Т | 96°T | 8072 | 6172 | 627 | 6872 | 7657 | %272 | 067 | TO'S | 617% | 62% | ӨРЕ | 9/78 | ІТ | 627 | 6275 | 6778 09 
8671 | 9072 | 8172 | 0672 | ОР?2 | 067 | 0972 | 827 | 662 | 2176 | 2278 | SE'S | Tse | TL'E | 66% | ¿€ | 867 | 709 | 68% оғ 
8772 | 067 | 2772 | 2572 | 692 | 62/2 |782 | TO'S | 87% | ЕЕ | Sp | 8676 | РДЕ | S6° | 27 | 297 | 925 | 6079 | 876 06 
1072. | 662 | 572 | 9672 | 997 | 9272 | 9872 | РОТЕ | 1278 | ЗЕЕ | ӨРГЕ | ТЕ | 72% | 8678 | 927 | 997 | 805 | ОР 79 | 626 62 
%72 |487 | 872 | 69° | 697 | 627 | 687 | LO'S | S2` | ТРЕ | 2676 | 607% | 18 | 207 | 067 | 02 | 26875 | PP 9 | 806 82 
622 | Tp | 2572 | 6972 | 6/7 | 687 | 667 | ТТ“ | 80% | СР“ | 9676 | 607% | 5876 | 907 | 927 | %/7| 965 | 69 | p€ °6 Lg 
8872 | 5%2 | 9S'2 | 49° | 21" | ¿g8`2 | ¿6`2 | ST'S | ЕС“ | 6v'e | 0976 | £¿` | 6878 | 077 |887 | 67 | Ip'S | pS'9 | ТУ 92 
8672 | 057 | 1972 | 2272 | 2872 | 2672 | TO'S | 02-6 | ¿€ € | 766 | Р9 Е | 8¿ ` | 26% | SE | ҰРТ | 9897 | 9976 | 0979 | 876 92 
6972 | SS'2 | 9972 | 7272 |187 | 167 | 907% | S2` | 27% | 6676 | 6976 | 6876 | 668 | 007 | 6Ұ7 | 68% | 255 | 9979 | SS'6 үг 
8p' | 092 | 1272 | 28722 | 62 | 206 | 2176 | ОБЕ | ¿p | 99% | 6/76 | 8876 | SO° | 927 | PS'h | 96у | 8S° | ел 9 | 6976 EZ 
5572 | 99°Z | ¿¿'¿ | 8872 | 867 | 807% | 8778 | 9678 | #PS'E | 0776 | T8°E | 6° | ТІ? | 267 | 197 | 2O° | S9° | I8° | 626 22 
1922 | £¿°` | 27872 | S6`¿ | SO'S | 6176 | ve'e | ЕРЕ | 096) 7/76 | 88'E | ТОЎ | 81 | 6£ h | 897 | 60'S | 625 | 68°9 | 686 12 
оо 021 09 ot 08 tz 092 SI а or 6 8 ГА 9 ГІ ғ £ T I ш a 
3⁄6 


5 г Эа Ө 


КЕЗІГЕ tea x 


007 | ST | 997 | #877 | 6677 | 6172 | 7272 | 1522 | %72 | 962 | ОТЕ | 326 | ЈЕ | РЕ | ОТ? | 297 |275 |169 |6Е8С0Т| со 
PST | Т | S6'T | 1172 | 927 | ОҒ? | 657 | 827 | 20% | e's | ЗЕЕ | Sse | ¿¿' | 907 | 277 | 96% |6275 |2677 |8ЕТТ| OZI 
6877 | 8072 | 6072 | ІР?2 | 662 | 6972 | 6872 | 8076 | ТЕСЕ | 7576 | 6976 | 7878 | 607 | ¿£ "h | 927 | TEs |719 |927 |46711) 09 
£2°2 |1У2|452|%22|148%1| 10% | ТЕ | Ov'e | 79% | /87%8 | 207 | Т27 | РРР | 627 | 6155 | 02-5 |0979 |6078 |197%1| ОР 
65:2 | 9272 | 262 | LO'S | 22` | 967% | 6p'£ | 6276 | 007 | %27 | 667 | 8657 | 287 | 2155 | 6556 | 2179 |607 |7278 |62 1] 06 
9972 |182 | ¿6° | 218|12% | 17% | Ұ5% | 08% | СОУ | 607 | СРУ | 997 | 787 | 8175 | 66575 | 6179 |21772 |65878 | 6ЕСЗЕТ| 62 
692 | 9872 | 20:68 | 8ТЕ | 268 | 9p° | 0976 | 9876 | ІТ? | 667 | 007 | 697 | 667 | p2 °S | 99-6 | 6079 |6177 | 6678 |OS'ET| 82 
%7 | 26° | 80'E | 62% | 868. | ZG° | 99'E | 268 | ¿I | Ip | 257 | 927 | 00% | 1655 | 6/55 | 667917022 |206 |19%1| 242 
2872 | 662 | 57% | 066. | hh ° | 66% | 227% | 66% | 727 | ВРУ | РУ | Е87| 7055 | 86:56 | 08'S | ІР 9 |9657 |217:6 |Р I| 92 
682 | 90'E | 228 | ¿€ | 24% | 99% | 6276 | 907 | [£h | 967 | Т | Т6 | 615 | 9p°S | 88'S | 679 |67727 |2276 |88%81| SZ 
462 | PU'E | 60% | S£ | 668 | PL'E | 787% | PTI | 667 | 797 | 087 | 667 | 6255 | 66:55 | 86'S | 669 |6657 |9856 |60 TI | be 
SO | 2076 | 8676 | 60-56 | 896. | 2878. | 96'E | 607 | ӨР? | 627 | 687 | 6055 | 6656 | 65956 | 809 | 6979 |29727 |276 |6ІЗІ| 62 
SU | 266 | ӨРЕ | 696 | 8/76 | 067% | 907 | € | 857 | 687 | 667 | 6І 5 | pp°S | 9/56 | 6179 | 1879 | 085427 |1976 | 8ЕЗІ| 02 
926 | ФЕ | 8S° | y 8 | 88°* | 07 | 217 | ph | 027 | 567 | ITS | TES | 9656 | 88:65 | 26:79 | 669 |96727 |2276 |68 12 
8ЕСЕ | 9° | 0/76 | 9876 | 007 | STF | 62 | 960% | 287 | 8076 | 7276 | pp Q | 6976 | 2079 | 979 | 0174 | OTS | 56756 | 281 | 02 
16:85 | 898 | 7876 | 66'E | PTI | 607 | ЕР? | 027 | 267 | 2055 | 6655 | 6S°S | 6585 | 879 | 299 | 9277 |8078 | 977017 |80557) 61 
198% | 7878 | 00% | STF | 067 | Sp | 667 | 28% | 6744 | 6645 | 96-6 | 9/76 | 209 | 5669 | 189 | 9p"¿ |678 |6601 | 8Е ‘91 8T 
6856 | 207 | 877 | 667 | 877 | 697 | 827 | 50% | 2646 | 8S° | 6246 | 96° | 229 | 96:27 | 240747 | 8977 | 62:78 |99`*01 | 2¿ Sl] ¿I 
9% | EZP | 667 | PSH | 02% | 687 | 66% | 7275 | 665 | 18 °6 | 8665 | 6:9 | 999 | 189 | 7277 | 6°; | 0076 |7601 | TIT 9T 
ТЕ | ¿y | 99% | 087 | 96% | 0755 | 60255 | | 1875 | 8079 | 929 | 7%9| 9/9 | 60% | 267% | 50278 | PEG | TE TT |66797) ST 
09% | LL | 967 | 075| 605 | тув | 9655 | 68:75 | 879 | 099 | 869 | 089 | 807 | ЕР | 267 | 298 |626 |8L°TT VILT| ЭТ 
46% |%Г%| 06:65 | 75 | 69% | 8275 | 6675 | 629 | 2659 | 089 | 869 | 127 | 6777 | 9877 | 6678 | 20 "6 | TZ°OT | ТЕ "Т Т8 01| El 
2775 | 666 | 925 | 665 | 609 | 629 | 0Ұ9 | 129 | 00% | 6274 | 87 | 127 | 00% | 88% | 68%8 | £9°6 | 08701 | /6 21 |7981) ZI 
оо 0921 09 or o£ tz 092 ST а or 6 8 ГА 9 s ғ € T I ш ЕШ 


习题 1. 1 


基础 题 
1. (1) Q=(01,1),G(1,2),--,(6,6)); (2) 0--(19,(0,12,(0.0,10,(0,0,0,10,5")%; 
(3) Q= (0,1,2,---) (4) N= {|2203}. 
2. В-А-((1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6))ВС--4(1,1),(2,2),(3,3),(4,4))» 
В+С= &(1,1),02,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6),(4,6),(5.6),(6,4),(6,5)}. 
3. (1) АВС; (2) АВС АВС; (3) АВС; (4) АВС; (5) АВС; (6) A+B+C; 
(7) АВ+ВС+АС Ж АВС--АВС--АВС--АВС; (8) АВ--ВС--АС Ж АВС--АВС--АВС--АВС, 
4. (1) 成 立 ; (2) 不 成 立 ; (3) Жоу; (4) 成 立 ; (5) 成 立 ; (6) 成 立 ; (7) RE: (8) 不 成 立 。 
5. АВ 与 4B 是 对 立 事件 。 6. АВ RAUB. 
提高 题 
| B. 56 š W. 


习题 1.2 


基础 题 
1.1-р. 2.0.6. 3. (1) 0.5; (2) 0.2; (3) 0.8; (4) 0.2; (5) 0.9. 


5 3 
4. (1) g’ (2) E 5. 0.7; 0.8, 


6. (1) P(AB)= 二 P(A) 时 ,P(AB) 达 到 最 大 值 0.6; (2) P(AUB)=1 时 ,P(AB) 达 到 最 小 值 0. 3。 
提高 题 
t D. 558, S; 03 


习题 1.3 

基础 题 
1 3 7 £ 1 1 5 1 

te CL 8? (2) 8 (3) 8° 2. (1) 12: (2) 20° 3. 1) 6: (2) 18: (3) 6: 4. 0.3.0.6,0.1, 
7 7 14 1 3 1 3 1 

5. (1) 15 (2) 30? (3) 15° 6. (1) 10: (2) 10* (3) 5% 7. CU 8? (2) 8° 8. 0.4271, 


1 L ЕЛИ Е 3 
9. D (2) ws (3) 0.000323. 10. 16* 16' 8° 11. 0. 879. 


14° 14 
提高 题 


кек. Фа 8; + ЗЕ 4. 并 


1260° 21° 25° 


习题 1.4 
基础 是 
3 8 16 „28 1 

1. (1) 0.48; (2) 0.7; (3) 0.25, 2.5, з. (1) Ж, (2) 16, (3) 2, (4) +. 
а (1) 5а) 8, 5. а) 0.18; (2) 0.5, 6. (D 0.285; (2) 0.8684。 

18. 5.2 
т. GD 18, (2) 1, 8, 0.923,0.75. 
提高 题 


3. Bp (05.20. 
LA. 2%. 3.5. Ф. s. (1) 名 (3 一 p); 05. 


习题 1.5 
基础 题 
工 略 。 205. 3.2, 4 2, 5.0.6. 


6. (1) 第 一 种 、 二 种 工艺 得 到 合格 品 的 概率 分 别 为 0. 504,0. 56, 所 以 第 二 种 工艺 得 到 合格 品 的 概率 较 大 
些 ; (2) 第 一 种 工艺 得 到 合格 品 的 概率 较 大 些 。 

7. (1-1075)%9--0, 9948, 8. 略 。 

9. (1) (1—1) 01 р) (1—p); (2) 1—01 р) (1 р) (1—p,); (3) 1— pi pe р, 

10. 0.458, 

提高 题 


=5 g4 і 
1. “一 可 或 3 。 2. 0.36。 3.-р. 4. 0.8629. 


总 复习 题 1 


1 5 
1.0, 2. D。 3. (1) 0.30; (2) 0.73; (3) 0.90; (4) 0.10, 4. (1) 324* (2) 54% 
WD" жм 59 31 13 6 
«ЕСЕСІ, 6. 关系 密切 (通过 条 件 概率 判断 )。 7. 28,31, 8. (1) 15, (2) Ж, 
1 1 1 11 3 
9. (1) 0.9585; (2) 0.97, 10. 4: 71. 3” 12. (1) 24? (2) 74° (3) 41: 


13. 五 局 三 胜 制 有 利 。 14. TG +In2) =o. 5966, 15. (1) 0.943; (2) 0.8482, 


习题 2. 1 


基础 题 
1. (1) (3) Ж. 2. А. 3. 1 一 e ғ40.6321.е :一 e 220. 2325,е 70, 1353. 


4. F(z)= = 0<x<a, 


基础 题 
1. 随机 变量 X 的 分 布 律 为 


| 3 4 5 
| 0.1 0.3 0.6 
Ci 
或 P(X=k)=~ (k=3,4,5)。 
сі 
0, х<3, 
0.1, 3<:<4. 
F(z) = 
0.4, 4<:<5, 
1, e= b 
2. 
| 1000000 600000 400000 0 
| 0.16 0.24 0.24 0.36 
3. 0.6. 
4. 
x | 1 2 3 
1 1 1 
+ | % 3 т 
37 20 65 21. = 
5.1637 605. 7. gre 8.0.5372. 9. (1) 7g? (2) 3.163X10…。 
10. (1) e t=z0.0183; (2) 1 一 5e-4sz0. 9083. 
提高 题 
1. В, 
2. Р(о<Х<2)-<0.7, 
| 0 1 2 
P | 0.3 0.4 0.3 


3. b=1. 4. (1) 0.9596; (2) 0.6160; (3) 8. 5. (1) 1—0— p)"; (2) (1—p)"+np (1—р)"!. 


习题 2.3 
基础 题 
lnr, 1<x<e, 
1. (1) А-1,В---1; (2) 21п2--1440.3863; (3) кә) 
0， Ж. 
0, т<0. 
2 
5, 0<:<1, 
2. (1) 1; (2) F(z)= Р (3) 0. 75. 
一 到 十 2z 一 1， 1<2<2, 
1, 222; 
0, 2<-—1, 
1 1 1 1 š 
3. QU р (2) — (3) ҒО) 十 二 arcsinrz， —1<2<1, 
т 3 2 к 
1. х21. 
4. 0.6, 5. (1) 2; (2) (1—e 9% 6. z, 7. 10e (1—е7')? ^0. 1989, 8. 0.6826, 
9. (1) 0.9525; (2) 0.8164, 10. џ=2. 515,0=1.43. 11. (1) 0.0641; (2) 0. 008989, 
12. 
| -5 3 10 
P | 0. 0013 0. 4987 0.5 
13. (1) 0.5160; (2) 0.9858. 14. (1) 183. 98cm; (2) 0.6013. 15. W. 
提高 题 
3 4 业 
¿, m Te 2. A. 9.0.2, 4. 0.6826, 5. 2% 
习题 2.4 
基础 题 
1. 
Y; | 0 š 4 9 Y: | = 一 4 =J 2 
(1) (2) 
Р | 0.2 02 0.2 0.4 Р | 0.2 01 02 юл 
2. 
| 一 1 
| E3 2 
3 3 
1 | ЖЕ 
--, 1<у<е, --6е 2. уго, 
3. D ЉОо)= 1 y (2) fyG)=1 2 
о, 其 他 ; 0， 其 他 。 


@ хаж 


1 -а-у» 
2уе7У, у2>0, е у<1, 
4. no-l Zl 5. fy(W=( Va 
0, у<0, o ¿Esas 
1 
— =, -1<у<1, 
6 no Лу? 
0, 其 他 。 
提高 题 
£ 
_ х 
2 Ы 0 
P 0.25 0.475 0.5 
0, у<0, 
1 
0.15, 0<у<1, —— 1<у%3, 
2 O= 6 a 3 ло). 4 көз мет 
.6, <у<2, y ôk 其 他 。 
1, y22, 
总 复习 题 2 
2 22 
L A。 2.0. 3.110, 4-27. 5.2. 
6. X 的 分 布 律 为 
x= | 100 80 60 40 
" 3 31 18 1 
28 56 56 56 
7. а) P(X=k)=0.2:-1X0.8(k=1,2,---); (2) 0.0384, 0.04, 8. JE. 9. 50, 


10. P(Y=k)=Cše (1 一 e 2)5 (一 0,1,… ,5),0. 5167. 


11. (1) 工 服 从 参数 为 的 指数 分 布 ; (2) ее, 


12. 考生 B 可 以 被 录取 ,不 过 被 录取 为 临时 工 的 可 能 性 很 大 。 


1 


-1, 1<у<2, 
14. se |a Ж 15. мә- 
0. 其 他 。 
习题 3.1 
基础 题 
1. 不 能 做 分 布 函 数 。 


2. (1) 1 一 2e :十 e ^0. 3996; (2) 1—е7! 20. 6321. 


1, 


. 


13. 4, 
0<у<1, 
其 他 。 


JAAR @ 


提高 题 
3 % w. =. 
сөзер» 00 65 


(3) висо (асаа) „ооо: во (аву) оу, 


习题 3.2 
基础 题 
a) Y 2) Y 
0 1 0 1 
x x 
1 2 1 
9 了 9 6 0 E 
2 4 1 1 
š ° EJ I E 3 


2. 0.56,0.2,0.8, 
9; 


(1)(2) 


(3) 由 于 РОХЕ —1,У=0)=0,Р(Х= —1)= 9,,Р(У=0) = 7..8 
P(X =—1,Y = 0) Z P(X =- РҮ = 0, 故 XX 和 Y 不 相互 独立 。 


4. 
5. (1) 
0 1 
х b: 
Е! 0. 25 0 0. 25 
0 0 0.5 0.5 
1 0.25 0 0. 25 
0.5 0.5 


@ хаў 


(2) 不 相互 独立 ; 
(3) 在 X=1 条 件 下 ,Y 的 条 件 分 布 律 为 Y=0 条 件 下 ,X 的 条 件 分 布 律 
Y 0 1 x | 一 1 
P(Yy=jlX=D | 1 0 - 
P(X=ilY=0) | 0.5 
提高 题 
1. 
25 
48° 
1 1 
rura 
3; 
1 
kg 
5. а» 
2 | 0 1 
Р(2= 1) | bP +Q ара 
(2) 
0 1 
£ b. 
= Ф ра Ф + ра 
1 м Фа 2 +ра 


0300 二- 


习题 3.3 

基础 题 
0, 2<0 8 у<0, 
zty, 0<xr<1,0<y<1, 

1. D 15, (2) 0; (3) 0.5; (4) Feda, === Sy, 
>». 1<:,0<у<1, 


1,221, y21, 


2.422(2—2), 0<=:<1, 2.4у(3—4у+у?), 0<у<1, 
A жә-і һо} 
0, 其 他 ; 0, 其 他 。 
й 21201-29, 14:1, T yn, 0<у<1, 
3. D =S: (2) nw- 8 мәз А 
0, 其 他 ， 0， 其 他 ; 
(3) X,Y 不 独立 。 
E a ye”, y>0, 
4. C1) Ls 0) /ұҰОО- fy(Y)= (3) X,Y 不 独立 。 
0, z<0, 0, y<0; 
2 1 
227----х» 05.1, 24+, 0<у<2, 
5. wm e=] a ы ала “ә-| ЫСЫ ыы 
0, 其 他 ， 0, 其 他 ， 
因为 SCEE fx fr O A X,Y 不 独立 ; (2) 95, 
6. Ау A 
A 
16 /rz тіп2 
(аа ): 0<:</2, 


2) fx(z)= 416 l-r 
ші 5162 а? arctan 4а жаа) 02 <:<2, 


0, 其 他 。 
7. Шіуі<1%, 
1 
===, Es 
maw VIF * 
0, 其 他 ; 


lyl< VI 一 也 ， 


1 
34|z|<1 wrote Mera 
0, 其 他 。 


提高 题 
së (ы 
L возу) 2 ЛС) [а [асуу 0. 2 А. 


16-2 dy, 0<х<1.у20, 


з. (9 паном | 2 (2) 0.1445, 
0. 其 他 ; 


= 0<2<1, 

4 (9 мәз» 1<:<2, (2) 34 0<y<1 ноло 757 
0, 其 他 ; 

5. 1, Рака) = ee ° 

习题 3.4 

基础 题 

1. 

X+Y | -2 0 1 —3 -і 


0, 其 他 。 


x-y | -4 3 2 1 


0<у<1.у<л<2-у. 


0 


ғ |625 0.15 0.3 0.15 0.15 


2. (1) РОХЕ 21у=)= 1,Р(У=11Х=0= 1; 
(2) 
| 0 1 2 
Р | 0.1 0.6 0:8 
3. 0) 


а-еч)(1-е), 220, 


4. 0.63. 5. Е... (2) = 
0. 其 他 ; 


提高 是 

1 + 2 

“е ғ, >0, 
1. а) 不 相互 独立 ; (2) мә-| 256% 

0. 其 他 。 
0， 1<0, 


2. Е) = Ў 
1-е” — te > 120, 


P | 0.05 0.45 0.1 0.15 0.25 


(3) 
| 0 1 
P | 0.8 0.2 
(2) 
z=xy| =b 0 1 
1 1 1 
si | з x F 
ae 十 Re 一 (ac 十 De 4995, 2220, 
Ка со) 
0, 其 他 。 


总 复习 题 3 


[о | 
Y 0 1 2 
wn 2 1 
т I л P(Y=k|X=1) 3 | 3 
9 + + 16 
1 1 
1 * * 0 
1 
2 16 0 0 
15 
2.16: 
3; 


-2 -і1 1 2 

Ұ 
1 0 1/4 1/4 0 
4 1/4 0 0 1/4 


4. 0.5. 5. (1) 4; (2) е, 
6. 4 0<x<1 Bf , WJ 


Рахо | а = fra) = 


ea, у>0, 
7. Q) i=—— Y(y)= 
Є 0, 其 他 ; 
— e)? 
《3) Fu lD = 4-. — 一 
一 人 
ж.» 0<=<1, 
КРЕЧА терген а-а», 0<z<1, 
Е ТЕСЕ А == 
0, 其 他 。 
0, 其 他 ; 


15е ， 0, 
(2) мәй 


0, 其 他 。 


дати, t>0, 
9. 0) fr()= 13! 


0, 其 他 ; 


6. 25.53,--. 


提高 题 


,5,0.4。 2.2, 3. (D P(Y=A)=(k D(+) ( 


2. 


3 


е. 3.308, 4.0: 5. 3,2, 


2. 4.47. 3.1, 4. 2.216, 


—0.2,2.8,13.4, 3. (1) 2; (2) +, 4. жазы), 


3: 


s) 


习题 4.3 


基础 题 
1. D, 


=° 了 . 


Е сй 
—9-—9 3. 148,57. 4. 12,—1,364,21, 
wn a в 


5. (1) 1; (2) 0; (3) 0; (4) 不 相关 。 6. 14471447 1447 11° 


提高 题 
1. D. 
2. 


5. 0. 15,0. 25, 


KR 一 2,3，; (2) 16, 


4. 2ln2,2 一 4ln22。 5. .- ,2,， 3 。 6. -2,59, 


A. сай, axt 
3. О) 9 0) — 4. 3,108. 5.--. 


总 复习 题 4 


1. 18.4, 2. 180, 


3, (09 
х | a 2 3 4 

1 1 TI 1 

10 2 30 30 


t 22 
(2) з? (3) 45: 


4.1. 5. 2732.15 元 。 6. аты 7.5. 8. Z, 9. (9 3 (2) 5,09) І, 

10. 11.67, 11. (1) 1.5,0.1; (2) —0.05; (3) 2.4。 12. 12,46. 13. 1.0, 14. JEt. 
15. 略 。 16. ауз, (2) 5, (3) 3,3, (4) O 

17. а) 1 ра) т.) T4 z -2,9+ 72,0) вкл 16. 


18. (1) 一 1,39 一 4V3; (2) Х,2 不 相关 ; (3) Х,2 不 独立 。 
19. (1) 0, 2; (2) 0,X 5| X| Ж; (3) XX 与 |X| 不 独立 。 


习题 5. 1 


基础 题 


1. 220.75, 2 P(X- <91}. 3. Раз<х<27)>37 


24% 72: 4. 18750, 5. Қ, 


2. 0 一 3,e 一 2。 3. 


习题 5.2 


基础 题 
1. С, 2. 0.348。 3. 0.1103。 4. 0.4714。 5. 98, 6. 0.9708 7. (1) 0.958; (2) 0, 
8. 0.0062, 9. (1) 0.9525; (2) 25, 


总 复习 题 5 


1 15 1 1 
了 16。 2. 12° K Ж 2% 5. 略 。 6.С, 7. W, 8. 0.0228, 


9. (1) 0.1802; (2) 443, 10. 0.0228, 1І. 0.9995, 12. 537, 13. 0.9981, 


1. 


习题 6. 1 


基础 题 

1. C。 2.В, 3. (1) (2) (4) 是 统计 量 ; (3) 不 是 统计 量 ,因为 (3) 中 含 未 知 参 数 吓 。 
4. 76.4,158.4889, 5. 略 。 

提高 题 

I. ots 2 D: 


а Ынар ase ( b 5) ， 212Z20,z,Z20,---,z,Z20, 


0, 其 他 ; 
(2) XX 十 24 不 是 统计 量 ,max{ Х.Х е X } 是 统计 量 。 
4. м.а, 
习题 6.2 
基础 题 


1 C, 2.С. SC 4. =+, 5. 0.01. 6.:,9. 7. Е,(10,5). 


提高 题 
二 x 
1. a=- b= Te" УХ (3) ,自由 度 为 3。 2. 1(1)。 3. В. 4.С. 5. 略 。 
习题 6.3 
基础 题 
1. 0.1336. 2. 0.8293. 3.16. 4. 0.6744. 5. t(n—l)。 
提高 题 


1. (1) 0.8664; (2) 43, 2. 0.775, 


总 复习 题 6 


1. 统计 量 。 2. D。 3. C。 4. (1) 1000; (2) 999; (3) 9, 


= 1 ¿£= 1 =a š " 
5. а 2077 Top’ НІНЕ 2. 6. Wk. 7. Х--Е(12,8); (1) 2.5; (2) 0.05, 
8. (1) 0,715» (2) 4, (3) 0. 8414, 9. 4, 10. (1) 0.58; (2) 0.29; (3) 16, 


11. (1) 0.99; (2) Ёл. 12. 81, 13. 约 为 14。 14. 0.1, 


1. 区 2. 参数 она МЕЕ 。 


3. (1) 8 g 6-21 аханвнаі-- |2 = | 


1-Х” 
Ух, 
D mita б (qy) зна 2 = e. 
(> mx, )° 
+ 短信 计量 6 一 ,最 大 似 然 信 计 量 和 一 一 一 一 一 一 。 
Ух, = піпс 


5. 矩 信 计 量 为 9 一 又 一 于, 最 大 似 然 估计 量 为 6 一 Xo = min (0). 
提高 是 


L 0 4 的 短信 计量 为 过，(2) 4 的 最 大 似 然 估 计量 一 -2 2, 
Ух, 
i=l 
А 1, Х=0,1, 
2000-14, 
T’ Х=2,3, 
ОС ЕН ЖҚ сору = A.S 
3. D н) е (оао), (2) 2 = 22. 
2-2 
Š, z>o, " s 
4. osora] ее" Q ERRA 2 
0, z<0; 
(3) o 的 最 大 似 然 估计 量 为 2 = а. 
ізі 
习题 7.2 
基础 题 


1, 2. д. 的 有 效 性 最 差 , 其 次 是 久 , 记 最 有 效 。 3.4-Х. 4. 略 。 


2 Ё t 
1.-1. 2. D 略 ; (2) а-а 3. h=- k => 


习题 7.3 


基础 题 
1. (4.413,4. 555). 2. (14.784,15.176). 3. (1784,2116). 4. (145. 58,162. 42). 


5. (7.4,21.1), 6. (1) (503. 26,504. 24); (2) (500.4,507.1); (3) (4. 58,9. 60) 。 

7. 1065, 8. (—140.8985,168.8985), 9. (3.07,4.93), 

10. (0. 3160,12. 9018), (0. 0013,0. 0095), 

提高 题 

1. [8.2,10.8]。 2. (1) (1498,1502),104; (2) 123; (3) 0.9996. 3. (一 3.59,9.59) 。 
4. (0.34,1.61). 


总 复习 题 7 


~ |Èx 
1. iF = ER RKA = | 号 一 。 


2. ЕА =A K =A 


. 3. 0=X-—Xa=X- min (X,),É=Xa= min {X;}. 
1<i<n 1<i<n 


4. ту: 5. 略 。 6. (19.6,20.4). 7. (1) (5. 608,6. 392); (2) (5. 558,6. 442), 


8. (0.032,0.744), 9. (9. 88,10. 22), 
10. (1) (998. 65,1001, 85); (2) (998, 58,1001. 92); (3) (3. 48,19. 98). 


11. (1) е%?; (2) (-0.98,0,98); (3) е9, 10, (-6,03,-5.97). 


习题 8. 1 


基础 题 
1. 小 概率 事件 。 2. 弃 真 . 纳 伪 。 3. В. 4. В. 
提高 题 

L B, 2. 二 和 地 


16° 3. D, 


习题 8.2 


基础 题 


1, >r 4, 2.96.6%,8, 3. ¿nG DX 


s 。 4. 可 以 认为 。 5. 不 能 认为 。 


6. 可 以 认为 。 7. 不 能 认为 。 8. 有 显著 差异 。 9. 不 能 接受 这 批 玻璃 纸 。 10 没有 理由 认为 。 
11. 无 显著 差异 。 

提高 题 

1. 无 有 显著 差异 。 2. 无 明显 升 高 。 3. 不 可 信 。 


习题 8.3 


基础 题 
1. 没有 显著 差异 。 2. 有 显著 差异 。 3. 无 显著 差异 。 4. 有 显著 差异 。 5. 能 提高 。 
6. 可 以 认为 。 


200259 


提高 题 
1. 可 认为 增 施 磷肥 对 玉米 产量 有 影响 。 2. 有 显著 差异 。 


总 复习 题 8 


1. A。 2. А. 3. 认为 这 堆 香 烟 处 于 正常 状态 。 4. 接受 这 种 猜测 。 5. 可 以 认为 。 
6. 可 以 认为 。 7. 没有 显著 变化 。 8. ЖЕЖ. 9. 显著 偏 大 。 10. 有 显著 差异 。 
11. 无 有 显著 差异 。 12. 乙 车 床 生产 的 滚珠 直径 的 方差 比 甲 的 明显 小 。 13. 有 显著 差异 。 


习题 9. 1 
基础 题 
1. Sr 一 142,SA 一 87.3,Se 一 54.7。 
2. 
方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 和 下 值 临界 值 
因素 A 4.2 2 Zil 7.5 
误差 2.5 9 0.28 
总 和 6.7 11 
显著 。 


3. Е-3.58 大 于 临界 值 3. 06 ,认为 不 同 工 艺 对 布 的 缩水 率 有 较 明 显 的 影响 。 
4. F=15.18 大 于 临界 值 Fu о (4,10) =3. 48 ,温度 对 得 率 有 显著 影响 。 
提高 题 

1. 影响 显著 。 2. 有 显著 的 差异 。 


习题 9.2 


基础 题 

1. 彩色 电视 机 的 品牌 对 销售 量 有 显著 影响 ,销售 地 区 对 彩色 电视 机 的 销售 量 没有 显著 影响 。 

2. 可 以 认为 4 种 产品 之 间 有 显著 的 差异 ,而 5 个 鉴定 人 之 间 无 显著 差异 。 

3. 时 间 对 强度 的 影响 不 显著 ,而 温度 的 影响 显著 , 且 交 互 影响 的 作用 显著 。 

提高 题 

1. 不 同 的 广告 形式 、 不 同 的 价格 均 造 成 商品 销量 的 显著 差异 。 

2. 小 麦 品 种 和 化 肥 的 主 效应 是 显著 的 ,而 且 小 麦 品 种 与 化 肥 之 间 也 存在 显著 的 交互 作用 ,这 说 明 小 麦 产量 
不 仅 与 小 麦 品种 ,化 肥 类 型 有 关 , 而 且 与 它们 之 间 的 不 同 搭配 有 关 。 


习题 9.3 


基础 题 
1. (1) y 一 35. 2389+84. 397z; (2) 线性 回归 关系 是 显著 的 。 


2.y 一 一 2.73935 十 0.48303z。 
3. (1) y 一 一 1.86 十 131. 432; (2) 线性 回归 关系 是 显著 的 。 


4. (1) 回归 方程 为 3 二 28. 53 十 130. 602; (2) 回归 关系 是 显著 的 。 
提高 题 


1. (1) y 一 29. 39894-1. 54752; (2) 回归 关系 是 显著 的 。 
2. (1) 3 二 98. 6 十 16. 6x; (2) 在 773—1084 例 之 间 ; (3) 在 30.0 万 一 36.4 万 之 间 。 


习题 9.4 


基础 题 


1. 5=0. 021367", 


87. 3301 
= 


2. 双 曲 函 数 类 型 ,> 一 18. 1604 十 


习题 9.5 


基础 题 
1. У--15.6468-Е0. 41392, +0. 313922 o 
2. (1) у=3. 452621 +0. 49602: ; (2) 回归 方程 线性 回归 显著 ; (3) 135. 573 Ж. 


总 复习 题 9 


.无 显著 差异 。 
. 下 一 32. 92 大 于 临界 值 Fu us (2,12) =3. 89, 认 为 各 台 机 器 生产 薄板 的 厚度 有 显著 的 差异 。 


. (1) y 一 22. 6486 十 0. 2643z; (2) 显著 。 
. (1) y 一 50. 0393—2. 5317x; (2) 显著 。 
. (1) y 一 72. 12 十 0. 1776x, —0. 3985x: ; (2) F 一 3. 35 之 Fu (2,15 ) 二 2.70。 认为 回归 方程 是 显著 的 。 


ль ы ы = 
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